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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (Concours  de  1891). 


99.  —  On  donne  une  pat^abo^e  P;  on  porte,  à  partir  de  chacun  de  ses  points,  et  dans  les  deux  sens,  sur 
une  parallèle  à  une  direction  fixe,  A,  des  longueurs  égales  à  la  distance  de  ce  point  au  foijer  de  la  parabole. 

^^  Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  :  montrer  qu'il  se  compose  de  deux  paraboles  Pj  et  P^, 
et  donner  la  raison  de  ce  dédoublement. 

2°  Démontrer  que  les  axes  des  paraboles  P,  et  P^  sont  perpendiculaires  l'uji  à  l'autre,  qu'ils  pivotent  autour 
d'un  même  point  indépendant  de  la  direction  A,  et  que,  quelle  que  soit  cette  dii'ection,  la  somme  des  cai-rés  des 
paramétres  des  deux  paraboles  est  constante. 

5"  Trouver  et  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  paraboles  Pj  et  P^,  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  A. 

On  prendra  comme  axes  de  coordonnées  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  donnée:  on  désignera 
par  p  son  paramètre,  et  par  0  l'angle  de  A  avec  Vaxe  des  x. 


Soient  (a,  p)  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  parabole  P  et  soit 

y  -p  =  ig  0{x  -  a) 
l'équation  de  la  parallèle  à  la  direction  donnée,  menée  par  M. 


(•) 


La  longueur  MF  ayant  pour  expression     «  +  ' ' ,     les  points  du  lieu  cherché  sont  à  l'iulerscction 


de  la  droite  (1)  avec  le  cercle  défini  par  l'équation 


(2) 


L'équation  du  lieu  s'obtiendra,  par  suite,  en  éliminant  x  et  p  entre  les  é([uations  (I)  et  (2)  et  la 

suivante  : 

p'^  -  2/n  '^  0. 


On  lire  des  équations  (1)  et  (2) 


a;  —  a       y  —  P 


cos  0        t. m  0 

e  désignant  ±  1.  (On  pouvait  d'ailleurs  écrire  ininiédiatetnent  celle  équation). 

p  cos  0 

L'équation  (4)  donne  a 


(3) 
(4) 


Mî/- 


1  -I-  e  COS  0 
e  siuO 


1  -h  e  cos  0 


'-"è 


L'équation  du  lieu  est  doue 

r  e  siu  0       /         /nT' 


p  cos  0 


^ip 


1  -j-  s  cos  0 


=  0. 


ou 


y{\  4-  e  cos  0)  —  £  sin  0  Lv  -H  [j     -  2y"  I  -+-  £  cos  0)f  j:  -  s  ^'    ^    j    -  0. 
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Cetto  équalioD  se  décomposo  ilonc  eu  ileux  autres  (jne  l'on  obtieut  eu  remplaçant  e  par  +  1  puis 
par  —  I,    à  savoir  : 

[y{[  -H  cos  0)  —  x  siu  0  —  J  siu  0]'^  —  2jy(l  4-  ces  0)(a;  —  ^  cos  Ô)  =  0,  (8) 


P  P 

[//(l  —  cos  0)  4-  X  siu  0  4-  ^  siu  0]*  —  2ju(l  —  cos  0)(a;  +  ^  cos  0)  —  0. 


(6) 


La  décompositiou  de  l'équatiou  du  lieu  eu  deux  autres,  tieut  à  ce  que  a  et  p  s'expriment  ration- 
nellomeut  eu  fouctiou  d'x  et  d'i/,  et  la  présence  d\i  l'acteur  e  entraîne  deux  déterminations. 

Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  passer  de  l'une  de  ces  écjuatious  à  l'autre  eu  changeant  0  en  tt  4-  0. 

Ou  a  obtenu  comme  lieu  deux  paraboles.  Il  est  facile  tle  prouver,  a  priori,  que  le  lieu  devait  se 
composer  de  deux  paraboles  distinctes.  En  effet,  si  K  et  K'  sont  les  deux  points  du  lieu  qui  curres- 
pontlent  au  point  M,  et  si  l'on  joint  à  ces  points  le  point  P,  pii'd  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M 
sur  la  directrice,  ou  a  MP  =  MR  =  MR';  d'où  il  résulte  que  le  triangle  PUR'  est  rectangle  en  P. 
Les  droites  PR  et  PR'  ont  des  directions  fixes  et  le  rapport  de  chacune  d'elles  à  PM  est  constant;  donc 
K  et  R'  décrivent  deux  paraboles. 

2°  L'équatiou  (o)  développée  peut  être  mise  sous  la  forme 

p 
\y{\  4-  cos  6)  —  X  sin  0]^  —  p{\  +  cos  ô)[(/  sin  0  4-  a;(I  4-  cos  0)  —  p  cos  0  —  -  (1  —  cos  0)]  =  0. 

L'axe  de  cette  parabole  a  donc  pour  équation 

y{\  4-  cos  0)  —  a?  sin  0  =  0; 

l'axe  de  la  seconde  est  donnée  par       y{\  —  cos  0)  -+-  x  sin  0  =  0. 

Ces  deux  droites  passent  par  le  sommet  de  la  parabole  (P)  et  sont  rectangulaires. 
Les  équations  des  deux  paraboles  peuvent  encore  s'écrire  ainsi  ; 


2 


i/  cos  -  -  X  sin  -1   -  p  cos  -     (/  SIU  -  4- 


[■ 


ajcos 


y  sm 


0\*  .     0 

^  cos  -       -  p  SIU  ,. 


[ 


1  —  3  cos*  - 

p_ ^ 

4  0 

cos  2       j 


Il  cos  7^  —  X  sin  Fi  —  r 
-^2  2      4 


1—3  sin'^  ^ 
p  2 


'^^2       J 


0, 


=  0. 


On  reconnaît  ainsi  que  les  paramètres  de  ces  deux  paraboles  ont  respectivement  pour  valeurs 

-  cos-     et     ^  sin  -  ;     la  somme  des  carrés  des  deux  paramètres  est  donc  constante  et  égale  à  — . 
2        2  2        2  4 

3°  Le  sommet  de  la  première  parabole  est  à  l'iulersection  des  droites  représentées  par  les  équations 


y  cos 


a;siD 


0, 


0  0        « 

y  sin  ^3  4- x  cos  ,^  +  - 


1-3  cos» 


0) 

(8) 


La  première  équation  donne 


0 
cos  - 

X 


.     0 

~~y~ 


cos^ 


1 


v/x-«  +  y* 
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d'oîi  l'on  tire 


cos  -    et    sin  -  , 


et  en   substituant  leurs  valeurs  dans  la   seconde  équation,   puis 


simplifiant,  on  obtient  aisément,  après  suppression  du  facteur  y/x*  -i-  ?/*,  l'équation  suivante  : 

4  x{x''  +  t)  -  jo(2x^  -  y*)  -^  0.  (9) 

Le  lieu  du  sommet  de  la  seconde  parabole  est  le  même, 
puisqu'on  a  éliminé  0  entre  les  équations  (7)  et  (8)  et  que  pour 
passer  à  la  seconde  parabole,  il  suffit  de  changer  0  en  t:  -h  0. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (9)  ne  présente  aucune 
difficulté  de  construction;  elle  est  analogue  à  une  strophoïde;  le 
sommet  de  la  parabole  (P)  est  un  point  double;  le  foyer  est  uu 
point  simple;  enfin  la  courbe  a  une  asymptote  réelle  ayant  par 

équation  x  +  y  —  0;  c'est  une  parallèle  équidistante  de  la  direc- 

4 


Irice  et  de  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  \^). 

cm  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  E.  Jacquest  (lycée  de  Dijon)  ;  G.  Cunt  (école  Sainl- 
Sigisbert,  à  Nancy);  Faihe  (Valencer,  James  Hais  (lycée  Hoche,  à  Versailles);  George  Golllb; 
Dumas  (lycée  de  Lyon  ;  C.  Kech  (Solution  géométrique  et  analytique.) 

M.  E.  Jacquest  a  généralisé  la  question  et  obtenu  l'énoncé 
suivant  : 

On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  et 
telles  que  le  pôle  jx  de  BG  par  rapport  à  chacune  d'elles  décrive  une 
conique  (S)  inscrite  au  triangle  ABC.  Le  lieu  des  poinls  d'intersection 
de  toutes  ces  coniques  avec  la  droite  qui  joint  a  à  un  point  fixe  I) 
de  BC,  .se  compose  de  deux  coniques  Si,  S»,  tangentes  à  BC  et  aussi 
à  la  deuxième  tangente  DT,  menée  de  T>  à  la  conique  S.  Les  coniques  Sj  et  S,  sont,  en  outre,  tangentes  en  A 
à  la  droite  qui  joint  A  au  point  D'  conjugué  harmonique  de  D  par  rapport  à  li  et  C.  Les  points  de  contact  de 
S,  et  Sj  avec  BC  forment  avec  B  e^  C  une  division  harmonique.  De  même,  les  points  de  contact  de  Si  et  S, 
avec  DT  forment  avec  B  etT  une  division  harmonique. 

Autre  solution.  —Considérons  le  cylindre  parabolique  ayant  pour  base  la  parabole  donnée  et  dont 

les  génératrices  se  projettent  horizontalement  et 
verticalement  suivant  des  parallèles  à  la  direction 
donnée.  Coupons-le  par  les  deux  plans  qui  ont 
pour  trace  horizontale  la  directrice  de  la  para- 
bole et  pour  traces  verticales  les  deux  droites 
qui  sont  également  inclinées  sur  la  ligue  de  terre 
(confondue  avec  l'axe  de  la  parabole)  et  sur  la 
direction  donnée.  La  construction  d'un  point  do 
l'interseclion  avec  le  premier  plan  PaQ'  (fig.  1} 
donne  un  point  m,  m';  m  est  un  point  ilu  lieu, 
car  «m  —  a'm'  =  a'a  (voir  la  figure,  a  est  le  pied 
de  la  directrice),  puisque  le  Iriangle  a'xni'  est 
isocèle.  De  même,  la  projection  horizontale  de 
l'intersectiou  avec  le  plan  PaQ',  donne  le  second 
lieu.  Ceci  explique  déjà  pourquoi  l'on  aura  deux 
lieux  séparés,  qui  sont  deux  paraboles.  On  voit 
immédiatement,  parla  construction  elle-môme. 
(lue  aQ'etaQ'i  sont  deux  diamètres  des  paraboles; 
doue,  les  axes  do  ces  courbes  sont  rectangulaires.  D'ailleurs,  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre  élaat 
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parallèle  aux  j;én6ratricos  du  cyluulio  est  uu  i)lau  diauiélral  et,  par  suite,  les  sections  par  les  plans 
PaO',  VxQ\  ont  pour  diamètres  les  intersections  de  ces  plans  avec  le  plan  bissecteur.  Enfin,  les  deux 
paraboles  sont  tangentes  au  contour  apparent  horizontal,  BC,  du  cylindre. 

Considérons  (fig.  2)  les  génératrices  dont  les  projections  horizontales  passent  par  le  foyer  F,  leurs 

traces  sont  en  I)  et  E.  l'IUes  donnent  pour  les 
deux  paraboles  le  point  F.  Pour  avoir  les  tan- 
gentes en  F,  il  faut  prendre  l'intersection  des 
tangentes  en  D  et  en  E  à  la  parabole  (P)  avec 
la  directrice  et  joindre  le  point  d'intersection  K 
au  point  F.  Ainsi  les  deux  paraboles  sont  tan- 
gentes en  F  et  la  tangente  commune  est  perpen- 
diculaire à  la  direction  donnée.  Par  le  point  K, 
menons  Kl  parallèle  à  l'axe;  Kl  rencontre  la 
parabole  en  M.  La  tangente  en  M  rencontre  DK 
en  B  et  KE  en  C,  qui  sont  des  points  du  lieu, 
puisque  MB  =  MG  =  MK  =  MF.  D'ailleurs,  BG 
est  tangente  en  B  et  en  G  aux  deux  paraboles. 
Il  en  résulte  que  le  point  H  appartient  aux 
directrices  de  ces  deux  courbes;  les  foyers  sont 
les  projections  cp  et  cp'  de  H  sur  BF  et  sur  CF. 
Les  axes  sont  les  droites  A(p  et  A(p';  en, effet,  le 
quadrilatère  AH<p'F  est  inscriptible  ;  il  en  résulte 
que  les  angles  Aç'F  et  AHF  ou  aKF  sont  égaux  ; 
mais  aKF  et  KGF  sont  égaux,  car  leurs  moitiés, 
c'est-à-dire  les  angles  BKF  et  BGK  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires.  Les  angles  A^'F  et  KGF 
étant  égaux,  A-^'est  parallèle  à  KE,  c'esl-à-dire 
à  aQÎ;  donc  A;p'  est  bien  l'axe  d'une  des  deux  paraboles  du  lieu.  On  voit  de  même  que  A*  est  parallèle 
à  DK  et  par  suite  est  l'axe  de  l'autre  parabole,  car  AçB  =  aKF  =  2BKF  =  DBF. 

Enfin,  si  o  et  o'  sont  les  projections  de  H  sur  les  axes  A<p  et  Acp',  les  paramètres  sont  respectivement 
égaux  à  09  et  o'ip'.  Désignons-les  par  q  et  q'. 

On  a 


donc 


d'où 


Ho^  +  Ho'='  =  aH2; 

ry»  +  q''  ^  HF='  -  ÂH' 
II.  PiLLELX  (lycée  Louis-le-Grand)  et  André  Durand  (élève  de  l'école  normale  supérieure,  soldat  au  117'  de  ligne). 


Pi 
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101.  —  Soit  (E)  une  ellipse  qui,  ^'apportée  à  ses  axes,  a  pour  équation 

et  soient  Xo,  jo  l^s  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  cette  ellipse  ;  on  considère  le  cercle  (C)  passant  par  le 
point  M  et  les  points  de  contact  P,  Q  des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point  M. 

i°  Le  cercle  (G)  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points  P',  Q';  prouver  que  les  tangentes  à  l'ellipse  en 
ces  deux  points  se  -coupent  en  un  point  M'  situé  sur  le  cercle;  montrer  que  par  M,  M'  et  les  deux  foyers  réels 
on  peut  faire  passer  un  cercle  ;  de  même  par  M,  M'  et  les  deux  foyers  imaginaires. 

2°  Soient  I,  I',  I"  les  points  où  se  coupent  res[.ectivement  les  droites  PQ,  P'Q',  les  droites  PQ',  P'Q,  enfin 
les  droites  PP',  QQ';  on  suppose  que  le  point  M  î'este  fixe  et  que  l'ellipse  (E)  se  déforme  en  gardant  les  mêmes 
foyers  :  on  demande  les  lieux  décrits  par  les  points  I,  1',  1"  ;  on  propose  enfin  de  montrer  que  tout  cercle 
passant  par  les  points  I',  I"  est  orthogonal  au  cercle  décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

Étant  donnés  deux  points  M(a;o,  </o).  M'(a:i,  î/j)  et  une  conique  (E),  si  l'on  mène  les  tangeotes 
MP,  MQ,  M'P',  M'Q',  les  quatre  points  de  contact  P,  Q,  P',  Q'  et  les  deux  points  M,  M'  sont  sur  une 
même  conique. 

En  effet,  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  quatre  points  de  contact  P,  Q,  P',  Q'  est 

Po,,.Pi,,  -  XE^O,  0) 

Po,i»  Pi,x  désignant  les  premiers  membres  des  équations  des  polaires  de  M  et  M',  et  E  étant  le 
premier  membre  de  l'équation  de  la  conique,  de  sorte  que 

1     ,      , 

P,,x  =  -  (.r,E^  +  y,E„  +  :3,K). 

Déterminons  X  de  manière  que  la  conique  (1)  passe  par  M,   ce  qui  donne 

Po.oPj.o  "  XEo; 

mais   Ej  :^  Po,o,   donc  X  —  Pi,,  —  Po, i; 

il  en  résulte  immédiatement  que  la  conique  cborchée  passe  par  M'.  Eu  particulier,  si  l'on  mène  un 
cercle  par  les  points  M,  P,  Q  et  les  tangentes  à  la  coDi(iuo  aux  points  P',  Q'  où  ce  cercle  la  coupe 
encore,  le  point  de  concours  M'   dos  tangentes  eu   P'  et  Q'   sera  sur  le  cercle  considéré. 

On  peut  remarquer  que  les  points  M,  M',  I',  I"  forment  une  division  harmonique,  et  toute  conique 
passant  par  P,  Q,  P',  Q'  coupe  harmoni(j[uement  l'I";  donc  si  cette  couiquo  passe  par  M,  elle  passera 
aussi  par  M'. 

E^l  +  i:-!; 

l'équation  de  la  coni(|ue  passant  par   M,  M',  P,  (J,  V,  Q'   est 
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Expiiinons  ijue  cotto  étiualiou  roprésente  un  cercle;  on  trouve 

a-o^i  +  .'/o^i  =  0, 

d  ou  Xi  =  — ,     y,  r= — — - . 

xt  -H  f/o  xt  +  yo 

Tout  cercle  passant  parles  deux  foyers  réels  a  pour  équation 

.r»  +  7/«  -  23y  —  c»  =  0. 
Pour  que  ce  cercle  passe  par  le  point  M,  il  faut  donner  à  p  la  valeur 


P 


^0  +  !/S  -  c' 


''^Vo 


c^i/o  ,  xl  +  yl-c*       -  c\y o  +  Vi) 

or  a:ô+  uô= —  »  donc  ^^ = -. 

^  y,  '2y,  '2i/o>h 

Cette  forme  symétrique  montre  que  le  cercle  ayant  pour  équation 

a;2  +  y»  -1_  c'y   ■^^°  "^  -^^    -  C^  =  0 

passe  aussi  par  W. 

De  môme  ou  trouve  pour  l'équation  du  cercle  passant  par  M  et  par  les  foyers  imaginaires: 

X*  +  y^  -  c^x  — +  c*  =  0. 

X(^X^ 

Ce  cercle  passe  évidemment  par  le  point  M'. 

Les  équations  précédentes  demeurent  les  mêmes  quand  l'ellipse  se  déforme  en  conservant  les 
mêmes  foyers,  si  le  point  M  reste  fixe.  En  effet,  le  point  M'  reste  alors  également  fixe,  puisque  Xi,  yi 
ne  dépendent  que  de  c  et  de  x^.  y^.  On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  si  l'ellipse  s'aplatit  indéfiniment, 
MP  et  MP'  ont  pour  limites  MF,  MF'  et  le  cercle  circonscrit  a  MPQM'  devient  à  la  limite  le  cercle 
circonscrit  à  MM'FF'.  En  outre  les  points  F  et  I'  décrivent  la  droite  MM',  et  le  point  I,  pôle  de  MM' par 
rapport  à  un  cercle  variable  passant  par  M  et  M',  décrit  une  droite  perpendiculaire  à  MM'.  C'est  ce  que 
l'on  i)eut  vérifier  par  le  calcul. 

L'équation  de  la  conique  (E)  peut  s'écrire 

Le  lieu  du  point  I  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations 


•^•^0                y. 7  0 

-4=0, 

X         X  -  c* 

xxt         yy^ 

X         X  -  c'^ 

-4=0. 

En  calculant     X    et   X  —  c%     i)uis  retranchant,  on  obtient 


î/i       Vo       ^i      '''0       '^ftVi      •''lyo 
C'est  bien  l'équation  d'une  j)crpcu(liculairc  à  MM'. 
On  met  aisément  cette  équation  sous  la  forme 


.a-o-hxA  2      /      t/o  +  !/i\  2      ) 
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ce  qui  montre  que  le  lieu  est  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM'. 

Le  lieu  des  points  F  et  Test  évidemment  la  droite  MM',  et  comme  F  et  l' divisent  harm  uniquement 

MM',  tout  cercle  passant  par  I'  et  V  est,  comme  on  sait,  orthogonal  au  cercle  décrit  sur  MM'  comme 

diamètre. 

Camille  Rkch  (Nancy.) 

Ont  envoyé  des  solutions  analogues  :  MM.  Gouli.e  (George);  G.  Cunt  ((^cole  Saint-Sigisbert,  à  Nancy);  Faure  (Valence);  Pimorin  (soldat  au  126« 
de  ligne,  à  Toulouse);  A.  Dumas  (lycée  de  Lyon);  Avkillier;  Touren  (Toulouse). 

MM.  Henri  de  Montillet  et  É.  .Iacquest  (Dijon)  ont  envoyé  une  solution  géométrique  et  une  solution  analytique. 
M,  Chrronnet  (école  Monge)  a  vérifié  par  le  calcul  la  dernière  partie. 

Solution  géométkique.  —  1°  Considérons  l'hexagone  MPQ'M'P'Q;  les  côtés  opposés  se  coupent  en 
trois  points  situés  en  ligne  droite,  puisqu'ils  sont  sur  la  polaire  du  point  I";  il  en  résulte  que  les 
sommets  M,  P,  Q',  M',  P',  Q  sont  sur  une  même  conique.  Donc  si  l'on  suppose  que  cinq  d'entre  eux 
soient  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  il  en  est  de  même  du  sixième. 

Transformons  homographiquement  la  figure,  de  manière  que  les  points  M  et  M'  aient  pour 
transformés  les  points  cycliques,  que  nous  désignerons  par  m,  m' :  les  points  P,  Q,  P',  Q'  deviennent 
les  points  où  la  conicjue  (<?),  transformée  de  la  conique  (E),  coupe  ses  direclrices,  de  sorte  que  la 
transformée  du  cercle  (C),  qui  passe  parées  quatre  points,  et  par  les  points  cycliques  m,  m'est  le  cercle 
orthoptique  (c)  delà  conique  (e).  Les  deux  foyers  réels,  ou  les  deux  foyers  imaginaires  conjugués  F,  F' 
deviennent  deux  des  points  /',  f  oîi  se  coupent  les  tangentes  menées  à  (e)  par  les  points  i.  j.  transformés 
des  points  cycliques  I,  J  de  la  première  figure.  Le  cercle  de  diamètre/",  /"  passe  pan"  et  j;  car  le  cercle  (c) 
étant  la  transformée  de  (C)  passe  par  les  transformés  de  I  et  J,  d'oîi  il  résulte  que  des  points  i  et 7  on 
voit  la  conique  (e)  sous  un  angle  droit.  Ainsi,  l'hexagone  mm'ff'ij  est  inscriptible  à  une  conique;  il  en 
est  de  môme  de  l'hexagone  MM'FF'IJ  de  la  première  figure,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  quadrilatères 
formés  par  les  points  M,  M' et  les  foyers  réels,  ou  les  foyers  imaginaires,  soutins  criptibles  à  des  cercles. 

2°  Les  cordes  PQ,  P'Q'  sont  symétriques  par  rapport  à  FF';  il  en  est  de  même  des  diamètres  OM', 
OM'  qui  leur  sont  conjugués;  donc  M'  est  sur  la  symétrique  de  la  demi-droite  OM  par  rapport  à  FF 
et  tel  que 

ÔM.ÔM'  =  W\ 

Donc  M'  ne  dépend  que  de  la  position  de  M  et  des  foyers  de  (E);  quand  cette  conique  se  déforme 
en  gardant  ses  foyers  M'  reste  fixe.  En  outre  (E)  restant  inscrite  à  un  quadrilatère  fixe,  le  lieu  du  pôle  I 
de  la  droite  fixe  MM'  est  une  droite;  on  voit  aisément  que  c'est  la  perpendiculaire  à  MM'  qui,  avec  MM', 
divise  harmoniquement  le  segment  FF'. 

Les  points  F  et  I",  qui  sont  sur  la  polaire  du  point  I,  ont  donc  pour  lieu  MM';  ce  sont  d'ailleurs 
les  points  où  la  diagonale  MM'  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  issues  de  M  et  îkl',  rencontre 
les  deux  autres  diagonales;  par  suite,  ils  divisent  harmoniquement  le  segment  MM',  de  sorte  que  tout 
cercle  passant  par  I'  et  I"  est  orthogouaUau  cercle  décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

Ernesl  Duporcq  (école  Moujçe). 
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66.  —  /:7(i/i/  données  les  e(jualions  des  trois  côtés  d'un  triamjle  et  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  de 
ce  triangle,  reconnaître  dans  quelle  région  se  trouve  ce  point  par  rapport  au  triangle. 

Soieut  a  ^  ox  +  %  +  c  =  0 , 

^  ^  a'x  +  b'ij  +  c  =  0 , 
Y  ^  a"x  +  b"ij  +c"  —  0 

les  équations  des  côtés  BG,  CA,  AB  du  triangle  ABC.  Posons 

abc 
A  = 


b" 


et  désignons  par  A,  B.  C,  A'  ...   les  coefficients  de  a,  b,  c,  a'  . . .   dans  le  développement  de  A.   Les 
coonlonnées  du  sommet  A  sont  définies  par  les  équations 

^  ==  ?^'  =  1 
ABC* 

Pour  qu'un  point  M  ayant  pour  coordonnées  Xq,  î/o  soit  à  l'intérieur  du  triangle  ABC,  il  faut  et  il 
suflil  que  ce  point  soit  par  rapport  à  BC  du  même  côté  que  A;  par  rapport  à  GA  du  même  côté  que 
B  et  par  rapport  à  AB  du  même  côté  que  G.  Pour  exprimer  par  exemple  que  les  points  M  et  A  sont 
dans  la  même  région  par  rapport  à  BC,  il  faut  exprimer  que  ax^  +  6yo  +  c  et  ax'  +  by  -\-  c  ont  le 
même  sigoe,  c'est-à-dire  que  le  produit 

(axQ  +  by^  ■+-  c){ak  h-  6B  -<-  cG) 


est  positif.  Or  ce  produit  est  égal  à 


(oxo 


G 


c) 


C 


Par  suite,  pour  que  le  point  M  soit  à  l'intérieur  du  triangle,  on  doit  avoir 

(axo  -H  6//o  -H  c)A 


ab"  -  b'a" 

(a'Xo  ■+■  b'ji^  4-  c')A 
a'b  —  b'a 


>0: 
>0, 
>0- 


ab'  —  ha' 

On  déduit  de  là  bien  facilement  les  inégalités  caractérisant  les  autres  régions;  ainsi,  pour  que  M 
soit  dans  l'angle  A  du  triangle,  mais  à  l'extérieur,  il  faut  et  il  suffît  ([uo  la  première  des  inégalités 
précédentes  soit  renversée,  les  deux  autres  étant  conservées;  si  au  contraire  on  conserve  la  première 
et  que  l'on  renverse  les  deux  autres,  on  exprimera  que  le  point  M  est  dans  l'angle  opposé  par  le 
sommet  à  l'angle  A  du  triangle. 

Solution  exacte:  M.  Abcl  Oiiijks  (Lyon).  —  Les  autres  solutions  cnvoyc'cs  ne  sunl  pas  correctes. 
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68.  —  Construire  la  courbe  ayant  pour  équation 

2y. 


r  y/Bx  -  X*  lir  \/ tx  -+-  x*  ±  \/36  -  x^ 

La  courbe  est  s;ymétrique  par  rapport  à  Ox;  il  suffira  donc  d'en  construire  la  moitié,  et  pour  cela 
nous  pouvons  supposer  que  le  premier  radical  a  le  signe  +. 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que  x  soit  compris  entre  0  et  6.  Construisons  d'abord  la  moitié  d'ellipse 
représentée  par  l'équation 


2î/i  =:  4-  \/Qx  —  x^ 


1 


(en  pointillé  sur  la  figure),  puis  augmentons  et  diminuons  les  ordonnées  de  la  quantité   ^   ^6x  +  x*  ; 

on  obtient  ainsi  deux  branches  de  courbe  partant  de 
l'origine  et  aboutissant  aux  points  A  et  A'  avant 
pour  coordonnées  x  =  Q,y  =  ±  Sy/^. 

Pour  déterminer  les  tangentes  au  point  de  départ, 
considérons  x  comme  infiniment  petit  principal  et 
cherchons  la  partie  principale  de  y.  En  extrayant  les 
racines  carrées,  on  obtient 

\/Q-x  =  \/6-  ^  +  ... 


i/B  +  a;  =  v/6  H +  •  ■■ 

On  aura  donc  pour  les  ordonnées  des  deux  branches 
de  courbe 


X 


-+■  y/i 


v/6 


2v/U 


2y.  =  v/^[v/6 

=  VCy/ir  -h  ... 

2^2  =  v/â(v/ti  -  -^  4-...]  -  v/ifv'ô  H-  -^ 
L  2v/C          J  L  2v/0 

_       x\/x 

""Te"""--' 


••] 


Nous  voyons  ainsi  que  la  première  branche  est  tan- 
gente à  Oy  et  (jue  i/,  croit  au  dépari,  lundis  (jue  la 
deuxième  est  tangente  à  Ox  et  que  y  ilécroit. 
Pour  étudier  la  courbe  aux  environs  dos  points  A  et  A',  je  i)ronds     (j  —  x  =  x'     pour  inlinimeut 
petit  principal  ;  on  a  alors 

\/6x  -  x'>  =  v^â'v/6  -  x'  =  y/x"  \\/ÏS  -    — 

L  V^ 


-+- 


3 


par  suite 


v/6j:  +  x»=  \/{(î-x'){i'2-x')=^TZ-iiix'  +  x'*  =  6\/''2 -_.r-f-...; 

'2y,-^W'2-^\/{)\/x'+  ... 

^y'i  '-  -('y\/'2  +  y/^^ôF-h  ...  ; 

donc  les  deux  branches  de  courbe  sont  tauj-eutosà  la  droite  AA',  et  les  quantités  //,  -  :\  2  et  yî-i-3\^2 

sont  positives  dans  les  environs  des  points  A  et  A'.  (Les  deux  branches  de    courbe  sont  représentées 

OD  traits  discontinus  sur  la  figure.) 


498  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


j       

11  ne  reste  })liis  quà  aiii;nienter  et  à  diiuinuor  les  ordonnées  y^  et  y-i  de  la  quantité    -    y/atJ  —  x*. 

Nous  iléterminons  les  tangentes  aux  points  extrêmes  comme  plus  haut,  en  observant  que 


\/3G  -  X»  =  6  -  —  +  . . . 

17. 


et  en  remplaçant. r  par  0— r'        \/x'{\1  —  x')  =  yj x    ^y/S  —  — = 

L  4v/3 

On  aura  ilonc  pour  les  quatre  branches  dans  le»  environs  des  points  B  et  B' 
2^3  -  6  +  2  y/6  \/x+  ...,  ^y,  =  6-  "^ 


2i/'3=-6  +  2v/t5v/.r+....  2(/;=-6-^X^+  .. 


v/6 
;  v/a 

7^ 


et  aux  environs  des  points  A  et  A' 

2i/3  =  6v/2  +  (v/6  +  2v/3)v/x'  +  .    .  .  2^3  =-  -  6v/2  +  (y/ë  +  2v/3)v/x'  +  . . .  , 

2«/;  =  6v/2  +  (v/6  -  2v/3)v/x'  -+-....  2^3"  -=  -  6v/2  +  (v/6  -  2v/3)v/^'  +  . . .  . 

Il  ne  reste  plus  (lu'à  prendre  le  symétrique  de  la  portion  obtenue  par  rapport  à  Ox. 
On  vérifie  aisément  que  les  branches  y'^  et  y'î  se  coupent  sur  l'ellipse  auxiliaire. 

J.  Perrin,  lycée  de  Besançon. 
Solutions  analogues  par  M.  E.  Huss<in,  lycée  de  Nancy,  et  L.  Pkriike,  lyc(^e  Condorcet. 


67.  —  On  considère  une  ellipse  E  et  un  point  P  situé  dans  son  plan.  Trouver  le  lieu  du  point  M  tel 
que  les  tangentes  menées  du  point  P  et  du  point  M  à  Vcllipse  E  forment  un  quadrilatère  circonscriptihle  à 
un  cercle. 

Soient  aHi^  +  6*y*  -  w""  =  0 

l'équation  tane^entielle  de  l'ellipse  E  rapportée  à  ses  axes,  et  a,  p  les  coordonnées  du  point  P.  Soient 
X.  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu.  L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes 
issues  des  points  P  et  M  à  l'ellipse  est 

X(a^u''  +  h*v^  —  î/;*)  +  (ua  4-  vp  4-  w){ux  +  vy  +  w)  =  0. 

Écrivons  que  celte  équation  représente  un  cercle,  c'est-à-dire  que  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  droites  isotropes;  on  obtient 

(Xa»  -H  a.x)(l  -  ),)  -  ^^^  ^  {Ib^  +  py)(l  -  À)  -  il^, 

(ay  +  px)(l    -  X)  -  ^ f- -^  =   0. 

Éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu. 
La  première  peut  s'écrire 


De  la  deuxième  on  tire  X  =  — 


4 
(x  -+-  <x){y  +  p) 


±{xy  -f-  px) 
et  en  remplaçant  dans  la  première,  on  obtient,  après  simplifications, 

C«(X*  -  a«)(y«  -  p*)  =  (a»j/«  -  p»£C«)(x«  +  y»  -  a»  -  ^») 
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ou  encore  c\x^  -  0L^){y'  -  (3*)  =  [o^Hy^  -  p')  -  ^\x'  -  a*)]  (x»  -  a»  +  y*  -  ^»). 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  l'équation  est  homogène  et  du  deuxième  degré  en  x"^  —  a*  et 
^2  —  p".  Elle  représente  donc  deux  coniques  dont  les  équations  s'écriront 

^ L.  —  rn, , —  =  m,  » 

X""  —  ol"  X""  —  x^ 

wii  et  W2  étant  les  racines  de  l'équation 

c*m  =  (a^m  —  f5*j(1  -f-  m) 
ou  a^m"^  4-  Wï(^'  -  fi'  -  C')  -  (i*  =  0.  (1) 

Cette  équation  a  ses  racines  réelles  et  de  signes  coatraires. 

A  la  racine  négative   mj  correspond  une  ellipse  réelle  ayant  pour  équation 

—  miX"^  +  y"^  z=z  —  niy-j}  -f-  p*; 
à  la  racine  positive  m^  correspond  une  hyperbole  définie  par  l'équation 

m^x"^  —  y^  =  m.^ci^  —  ^^ 
Ces  deux  coniques  passent  par  le  point  P  et  sont  homofocales  à  l'ellipse  donnée,  puisque  l'on  a 

en  vertu  de  l'équation  (1). 

Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  coniques  homofocales  à  l'ellipse  E,   qui  passent  par  le  point 

donné  P. 

J.  Perrin,  lycée  de  Besançon. 

Autres  solutions  par  MiM.  Descombes  (Annecy)  ;  F.  Fauhb  (Valence);  A.  Lecoqlierre,  lycdo  de  Rouen  ;  L.  Pkrrbb  (Condorcel;;  J.  Vigneaux,  lycée 

de  Toulouse. 

Remarque.  —  Le  résultat  précédent  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Pour  qu'il  existe  un  cercle  langent  aux  tangentes  issues  de  deux  points  A.  et  B  à  une  conique,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  deux  points  K  et  B  soient  situés  sur  une  conique  homofocale  à  la  conique  donnée. 

Ce  théorème  n'est  pas  nouveau,  il  a  été  donné  pour  la  première  fois  par  Chasles. 

En  faisant  une  transformation  homographique  quelconque,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'il  existe  une  conique  passant  par  deux  points  C  et  I)  et  tangente  aux  tangentes  issues  de  deux 
points  A  et  B  à  une  conique  S,  i(  faut  et  il  su/fit  qu'il  existe  une  conique  passant  par  A.  et  B  et  tangente  aux 
tangentes  issues  de  C  et  D  à  la  conique  S. 

Eu  transformant  par  polaires  réciproques,  ou  ol)tient  le  nouvel  énoncé  suivant  : 
Pour  qu'il  existe  une  conique  tangent/^  à  deux  droites  (1  et  D  et  passant  par  les  points  de  rencontre  d'une 
conique  S  et  de  deux  droites  A  et  B,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  conique  tangente  aux  deux  droites  A  et 
B  et  passant  par  les  points  de  rencontre  de  la  conique  S  et  des  deux  droites  C  et  D. 

Ce  dernier  théorème  se  démontre  très  simplement;  si  ou  désigne  par  S  :=  0,  A  —  0,  6  =  0,  G  —  0. 
D  =  0,  les  é(iu;(tions  (hi  la  coni([uo  S  et  dos  ((uatre  droites,  et  si  l'on  suppose  (ju'il  existe  une  ooniquo 
tangente  à  C  et  1)  et  passant  par  les  points  de  rencontre  do  S  et  de  A  et  B,  ou  aura  une  iiientité  de  la 

forme  S  -+-  XÂB  =  jxCD  +  V\ 

d'où  S  -  |xCD  =  -  XAB  -h  P», 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  l'on  suppose  ou  particulier  (jiie  la  droite  A  soit  la  droite  tle  l'intini  et  ([ue  la  conique  S  soit  un 
cercle,  on  arrive  au  théorème  suivant  : 


200  GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


L'i'tn'i'loppo  des  axes  radicaux  de  deux  cercles  dont  l'un  est  fixe  et  dont  l'autre,  variable,  reste  tangent  à 
deux  droites  fixes,  se  compose  des  deux  paraboles  t/ui  passent  par  les  points  communs  au  cercle  fixe  et  aux 
deux  droites  fixes. 


71.  —  Démontrer  fju'il  eriste  surlaute  strophoïde  oblique,  dont  le  point  double  est  0,  deux  points  A.  et  B 
tels  t/ue,  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  le  raijon  vecteur  OM  partage  en  deux  parties  égales 
l'angle  AMH.  Dt'lerminer  la  position  des  points  A  et  B,  Démontrer  ensuite  (fue,  si  l'on  décrit  de  0  comme  centre, 
avec  un  ragon  donné  K,  un  cercle  qui  coupe  la  strophoïde  en  X,  ce  point  est,  de  tous  ceux  du  cercle,  celuipour 
lequel  la  somme  des  distances  aux  points  A  et  B  est  maximum  ou  minimum. 

1°  —  Cherchons  d'abord, étant  donnés  trois  points  quelconques  A, B, 0,1e  lieu  du  point  M,  tel  que  OM 
soit  bis.- octrice  de  l'angle  AMB.  Prenons  doux  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par  le  point 
0;  soient  x,  j5  et  %',  '^'  les  coordonnées  des  points  A  et  B.  Si  x,  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
lieu,  ou  doit  avoir 

y  -  P  _  y         V  -  f^'  _  y 

X  —   a        X  X  —  a.'         x 


1  I  y  y  -  ^^     1  ^  y  y  -  \'>' 

X  X  —  X  X  X  —  o! 

alJ  —  3x  a'u  —  h'x  . 

ou 1 Ç =  0 

x'i  -i-  yt  —  ixx  —  [iy      x"^  -\-  tf  —  afx  —  fy 

ou  bien 

(x»  +  y-)[(a  +  a')?/  -  (?  +  ^')x]  +  (aS'  -+-  pa')(a;>'  -  î/«)  +  2(Sf5'  -  aa')a;î/  =  0.  (1) 

Le  lieu  est  une  strophoïde  qui  a  pour  point  double  le  point  0  et  qui  passe  par  les  points  A  et  B. 
On  la  déterminera  complètement  en  observant  que  les  tangentes  au  point  double  sont  bissectrices 
de  l'angle  AOB  et  que  la  direction  asyniptotique  est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  milieu 
deAB. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  strophoïde  quelconque,  ayant  le  point  0  pour  point  double, 
exisle-t-il  deux  points  A  et  B,  tels  qu'en  appelant  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  la  droite  OM 
soit  bissectrice  de  l'angle  AMB? 

Prenons  pour  axes  les  tangentes  au  point  double  et  soit 

(x*  -+■  y'^)(ux  -h  vy)  +  xy  —  Q  (2) 

l'équation  de  la  courbe.  Tout  revient  à  chercher  si  l'on  peut  déterminer  a,  [5,  a',  fi'  en  sorte  que  les 
équations  (1)  et  (2)  représenleut  la  môme  courbe. 

On  doit  avoir  ^-^  =  -  ^^-^  =  2(S6'  -  aa'),  (3) 

u  V 

ap'  -h,^x   =  0.  (4) 

Nous  avons  trois  é(juations  entre  quatre  inconnues,  le  problème  est  donc  possible  et  d'une  infinité 
de  manières. 

La  relation  (4)  exprime  que  les  droites  OA  et  OB  sont  symétriques  par  rapport  aux  axes,  et  en  posant 

6  f-/ 

-  —  —  '-—  t,  les  relations  (3^  donnent 

a  a 

-  t  .  t 


(f   +   \){U  +  Vt)  {f   +    tj(M  -   Vt} 

qui  expriment  que  les  deux  points  A  et  B  sont  sur  la  strophoïde. 

En  conséquence,  il  existe  sur  toute  strophoïde  une  infinité  de  couples  de  points  A  et  B  jouissant  de 
la  propriété  énoncée;  on  obtient  l'un  de  ces  couples  en   menant  par  le  point  double  deux  droites 
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symétriques  par  rapport  aux  tangentes  au  point  double,  et  ces  droites  rencontrent  la  slrophoïde  aux 
points  cherchés.  En  outre,  pour  tout  point  M  non  situé  sur  la  strophoïde  la  droite  OM  n'est  pas  bissec- 
trice de  l'angle  AMB. 

2°  —  Si  N  est  un  point  d'intersection  de  la  strophoïde  et  d'un  cercle  de  centre  0,  la  tangente  NT 
au  cercle  étant  perpendiculaire  à  NO  est  aussi  bissectrice  do  l'angle  ANB.  Si  NT  est  bissectrice  exté- 
rieure de  l'angle  ANB,  elle  est  tangente  à  l'ellipse  de  foyers  A  et  B  qui  passe  par  N,  en  sorte  que 
NA  4-  NB  est  un  maximum  ou  un  minimum  de  la  somme  des  distances  des  deux  points  A  et  B  à  un 
point  quelconque  du  cercle;  mais  si  NT  est  bissectrice  intérieure  de  l'angle  ANB,  elle  est  tangente  à 
l'hyperbole  de  foyers  A  et  B  et  passant  par  N,  et  par  suite  NA  —  NB  est  un  maximum  ou  un  minimum 
de  la  différence  des  distances  des  points  A  et  B  à  un  point  quelconque  du  cercle. 

L.  Perrée,  lycée  Condorcet. 

Autre  solution  par  M.  LECOuuiEunE,  lycée  de  Rouen. 

Note.  —  Transformons  la  figure  par  inversion,  le  point  double  O  étant  le  pôle;  la  strophoïde  se  transforme 
en  une  hyperbole  équilatère  passant  par  le  point  0  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  tangentes  au  point 
double.  En  vertu  des  propriétés  des  figures  réciproques,  si  deux  points  A  et  B  de  la  strophoïde  jouissent  des 
propriétés  de  l'énoncé,  les  points  correspondants  a  et  b  de  l'hyperbole  seront  tels  que  pour  tout  point  m  de  la 
courbe  les  angles  maO  et  mbO  seront  égaux.  Tout  revient  donc  à  chercher  sur  l'hyperbole  les  points  a  et  b 
jouissant  de  cette  propriété. 

On  reconnaît  d'abord  qu'étant  donnés  trois  points  0,  a,  b,  le  lieu  des  points  m  tels  que  maU  =  nibO,  est 
une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  trois  points  donnés  et  ayant  pour  centre  le  milieu  C  de  ab,  cela  résulte 
immédiatement  des  propriétés  des  faisceaux  homographiques.  Prenant  ensuite  sur  une  hyperbole  équilatère 
donnée  un  point  O  et  deux  points  a,  b  diamétralement  opposés,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  les  bissectrices 
de  l'angle  nOb  sont  parallèles  aux  asymptotes;  si  donc  m  est  un  point  quelconque  de  la  courbe,  l'angle  ^nàu 
=  l'angle  mbO. 

Revenons  à  la  strophoïde  ;  on  obtient  une  infinité  de  couples  de  points  A  et  B  tels  que  MO  soit  bissectrice 
de  AMB,  et  la  seule  condition  est  que  les  droites  OA  et  OB  soient  également  inclinées  sur  les  tangentes  au 
point  double. 

Appelons  points  associés  deux  points  tels  que  A  et  B  ;  ces  points  jouissent  de  propriétés  fort  remarquables. 

La  projection  du  point  double  0  sur  la  droite  AB  appartient  à  la  strophoïde,  donc  l'enveloppe  de  AM, 
podaire  négative  de  la  slrophoïde,  est  une  parabole. 

Les  tangentes  en  A  et  B  à  la  strophoïde  sont  respectivement  symétriques  de  AB  par  rapport  à  AO  et  BO; 
on  le  voit  sans  peine  en  supposant  qu'un  point  M  de  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment  du  point  A.  Par 
suite,  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B  est  sur  la  strophoïde.  Réciproquement,  si  d'un  point  M  d'une 
strophoïde,  je  mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  les  points  de  contact  sont  des  points  associés,  et  la  droite  MO 
est  bissectrice  des  deux  tangentes. 

Si  A,  B  et  A',  B'  sont  deux  couples  de  points  associés,  le  point  A",  intersection  de  AB'  et  BA',  et  Je  point 

B",  intersection  de  AA'et  BB',  sont  sur  la  strophoïde  et  sont  associés.  De  plus  les  quatre  droites  AB'.  BA',  AA 

et  BB'  sont  tangentes  à  un  cercle  de  centre  O.  Toutes  ces  propriétés  se  déduisent  par  des  considérations  fort 

élémentaires  de  la  définition  des  points  associés. 

A.  DuBANO,  soldat  an  HT'  do  lii,'ue,  à  Paris. 


72.  —  On.  considère  les  coniques  en  nombre  infini  qui  passent  par  deux  points  A  et  B  <7  qui  sont  telles 
que  pour  chacune  d'elles  la  droite  AB  soit  l'un  des  deux  diamètres  conjuyués  éyau.v.  On  demande  de 
déterminer  : 

y"  Le  lieu  des  foyers  ; 

^  Le  lieu  des  sommets  de  ces  coniqiws. 

(Ecole  des  mines  de  Sainl-Ktienne,  4S90.) 

Prenons  pour  axe  dos  ,r  la  droite  AB  et  pour  axe  tics  //  une  perpendiculaire  à  AB  on  son  milieu. 

Si  AB  —  'ia,  l'équation  générale  des  coniques  ayant  AH  \)o\\v  iliambtre  est 

£C*  -H  2>.T//  4-  ijLj/»  —  a»  —  0. 

Pour  que  A13  soit  l'un  dos  diamètres  coujugués  égaux,  il  faut  que  le  diamètre  conjugué  de  AB 
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ait  pour  longueur  2'/.  Ce  diamètre  a  pour  étiuation 

^'  +  '>^y  -  0; 
/[  _^  X* 

sa  donii-lonu^ueur  est    (i  i/ r-    ;    ou  doit  donc  avoir 

V  !^  ~  '' 
1  -t-X» 


ou 


(X  =  2X»  +  1. 


J.-X» 
L'équation  générale  des  coniques  considérées  est  donc 

x'«  +  ^\xy  +  (2X«  -h  l)y«  -  a»  =  0. 
1°  Les  foyers  sont  à  l'intersection  des  deux  hyperboles  définies  par  les  équations 
{X  -h  lyY  -  \\x  +  (2à«  -h  1)î/]»  +  2à«  [x»  +  2Xxi/  +  (2X^  -^  i)if  -  a']  ==  0, 
{X  4-  X(/)  [Xx  -f-  (2X»  +  l)i/]  -  X[a;'^  +  tljiy  -+-  («2X^  +  l)j/*  -  a»]   ^  0, 
qui  peuvent  s'écrire  (X^  +  J)(x^  -  if)  -  ta^l^  =  0, 

(X»  -h  \)xy  +  a'^X  ^  0. 
Éliminant  X  entre  ces  deux  équations  on  aura  le  lieu  des  foyers. 

yi    _  j.i 

En  éliminant  d'abord  1  -+-  X*,  on  obtient  X  =  —^ ,  et  remplarant  dans  une  des  deux  équations, 

2xy 

il  vient  {x*  +  «/*)*  -h  "laHy^  -  x^) . 

C'est  l'équation  d'une  lemniscate  de  foyers  A  et  B. 

2°  On  aura  le  lieu  des  sommets  en  éliminant  X  entre  l'équation  de  la  courbe 

x^  +  'ilxy  +  (:2X»  +  {}y''  -  a*  =  0 
et  celle  des  axes  y-  —  2Xx-(/  —  x*  =  0. 

On  obtient  sans  dilTiculté  (x*  +  y'^f  —  'ia'x''  =  0, 

(x'^  -h  if  —  ax  \/2)(a;*  -h  y^  -h  ax  \/2)  =  0. 
Le  lieu  se  compose  de  deux  cercles  tangents  à  l'origine  à  0^  et  tangents  à  la  lemniscate  précédente 

en  ses  sommets. 

E.  Jacquest,  lycée  de  Dijon. 

(Onl  résolu  la  même  question:  MM.  Audouin,  élève  de  marine,  lycée  de  Cherbourg;  A.  Beroé,  lycée  de  Toulouse;  Dbscombes,  â  Annecy 
F.  I  AIRE,  à  Valence.) 

Solution  géométriqle.  —  1°  Imaginons  une  ellipse  de  demi-axes  a  et  6  ,  et  ayant  AB  pour  l'un 
des  diamètres  conjugués  égaux.  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers;  on  a    FA  =  F'B     ,  et  par  suite 

FA  +  FB^2a; 
élevant  au  carré  :     FÂ^  +  FB^  +  2FA  X  FB  =  4a*. 
Mais  dans  le  triangle  AFB 

FA'  4-  FB-  :-  2ÔF^  +  201^  ; 
donc  '^FA  X  FB  =  ia*  -  2C)F^  -  201^ 

ou  FA  X  FB  ^  a^  +  6»  -  ÔÂ^  =  ÔÂ^ 

Le  lieu  du  point  F  est  donc  une  lemniscate  ayant  A    et  B 
pour  foyers. 

2'  Les  tangentes  aux  sommets  de  l'ellipse  rencontrent  AB  en  deux  points  A'  et  B'  symétriques 
par  rapport  à  0,  et  tels  ([ue  OA'  —  OAv^S  .  (Jes  deux  points  sont  fixes,  et  l'on  voit  que  le  lieu  des 
sommets  se  compose  des  deux  cercles  décrits  sur  0.\'  et  OB'  comme  diamètres. 

Capitaine  E.  N.  Baiusikn. 
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CONCOURS  DE   1891    (Suite). 


ECOLE    DES    PONTS    ET    CHAUSSEES 


Cours  préparatoires. 

Algèbre. 

118.  —  Résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -h  px  -h  q  —  0, 
sachant  que  l'une  des  racines  est  la  somme  des  inverses  des  deux  autres;  trouver  la  condition  qui  doit  exister 
entre  les  coefficients  p  et  ç  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Application  à  l'équation 

x^  —  'ox  +  ±  —  0. 

(25  septembre,  de  8  h.  à  midi.) 
Géométrie  analytique. 

119. — Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyerd'une  parabole  sur  les  normales  à  cette  courbe. 

(2o  septembre,  de  1  h.  à  5  h.) 

Lavis  (feuille  1/8  grand-aigle). 
Prisme  et  Sphère  (Surfaces  dépolies). 

Intersection  des  surfaces.  —  La  face  du  prisme  qui  est  de  front  coupe 
la  sphère  suivant  des  arcs  de  cercle  a'ba',  de  centre  0;  les  points  a'  et  a' 
sont  au  niveau  des  points  a  et  a  situés  sur  le  contour  apparent. 

Les  faces  latérales  du  prisme  déterminent  des  arcs  de  cercle  égaux 
aux  précédents,  mais  projetés  suivant  des  arcs  d'ellipse  ab'(f,  a'b'a...  Le 
point  b'  est  à  plomb  du  milieu  de  aa'  et  au  niveau  de  b.  En  a,  l'ellipse  est 
tangente  au  contour  api)arent  de  la  sphère. 

Ces  conditions  suffisent  pour  tracer  facilement  ces  arcs  d'ellipse. 

Exécuter  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  (sans  couleurs),  à  teintes  plates 

ou  à  teintes  fondues,  à  volonté. 

(i6  septembre,  de  S  h.  à  midi.) 

Épure  (feuille  1/4  grand-aigle). 
INTERSECTIONS  :  Cône  et  Cylindre  de  révolution. 

Le   croquis   ci-contre    fait  connaître  au  tiers  de  la  grandeur  de  l'épure  à  exécuter,   les   données  du 
problème. 

(a)  Le  cylindre  a  son  axe  vertical  :  o  est  le  pied  de  cet  aie;  c/o"  eu  est  la  pro- 
jection verticale;  le  rayon  de  base  est  U. 

(b)  Le  cône  a  pour  sommet  le  point  «s'et  sou  axe  est  la  droite  xr.  s'.r';  ou 
remarquera  que  cet  axe  ne  rencontre  pas  celui  du  cyliudre. 

En  projection  horizontale,  une  des  deux  génératrices  de  couleur  apparent, 
sa,  du  cône  est  tangente  au  cylindre;  cette  couditiou  sullit  doue  à  doiernnuer  le  côue 
•jui,  d'ailleurs,  est  de  révolulioa. 

On  demande  : 
de  déterminer  i'eutaille  t'aile  par  le  cône  duus  le  cylindre,  c'esl-;wliro  : 
1"  de  chercher  rinlersoolion  des  deux  surfaces; 
yy^nt/ '  2"  dc  reiiroseutor  ensuite   le  oyliudre  seul,    en  supposant  le  cône  enlevé. 

Nolu.  —  Pour  troiivur  (les  ^îi^iiiTalrioes  du  ctNno,  on  pourra  ilôloruiiner  une  splièri'  insorila  il»ns  ce  o>uo  el  par  le  sommoiM'  mener  des 
droites  tangentes  :\  cotte  sphère.  C'est  une  uielliode  ;  luiiis  ou  peut  l'ii  employer  d'autres. 

(H  uptentbre,  de  1  h.  à  5  h.) 
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Places  d'élèves  externes. 

Analyse  et  Trigonométrie. 

T.  —Trouver  l'équaiion  d'une  courbe  telle  (jue  la  projection  de  l'ordonnée 
sur  la  taii!^enle  ail  une  lonp^iieur  constante  : 

nu/  —  constante. 

II.  —  Résoudre  un  triani^le  connaissant: 
l'angle  opposé  A  --^  :{9"2o7",  et  la  surface  S  =  18359G"2t)""i, 

(m  septembre,  de  8  h.  à  midi.) 
Mécanique. 

Deux  points  matériels  de  masses  m  et  m',  assujettis  à  se  mouvoir  sur  une  cycloïde  placée  dans  un  plan 
vertical,  sont  reliés  entre  eux  par  un  lil  inextensible  de  lonf^ueur  /  qui  par  l'eiret 
dos  deux  poids  reste  constamment  tendu  sur  la  courbe.  On  demande  le  mouve- 
ment que  prendra  le  sj'stème  sous  l'action  de  la  pesanteur  à  partir  d'une  position 
initiale  dt'finie  par  la  longueur  correspondante  S^  de  l'arc  om. 

On  supposera  les  vitesses  initiales  nulles  et  le  poids  du  fil  négligeable.  On 


la  base  a  =  S'âriT"', 


ne  tiendra  pas  compte  du  frottement  du  fil  sur  la  courbe,  ni  de  sa  raideur. 


(2ô  septembre,  de  I  h.  à  5  h.) 


Épure  de  géométrie  descriptive  (feuille  \/i  grand-aigle). 

VIS  A  FILETS  TRIANGULAIRES 

Une  vis  à  filets  triangulaires  est  engendrée  par  un  triangle  équilatéral^'c'd'  se  déplaçant  d'un  mouvement 
hélicoïdal  dextrorsum,  autour  d'un  axe  vertical  oo"o'. 

On  demande  : 

1°  De  représenter  trois  filets  consécutifs  de  la  vis; 

2"  De  limiter  la  surface,  d'une  part  au  plan  horizontal  de  projection,  d'autre 
part  à  un  plan  horizontal  II  passant  à  la  hauteur  du  troisième  filet  g'.  On  déter- 
minera donc  la  section  du  solide  par  ce  plan  II,  et  Ton  indiquera  exactement  ses 
contours  apparents  sur  le  plan  vertical. 

3"  D'ombrer  le  solide,  en  le  supposant  éclairé  par  des  rayons  à  45",  suivant 
l'usage. 

(26  septembre,  de  8  h.  à  midi.) 

Croquis. 

Première  partie  :  Croquis  (feuille  1/8  grand-aigle). 

Cadre  270%  1°  Faire  au  crayon,  à  main  levée,  le  relevé  géométral  (plan,  élévation  et 

coupe)  de  l'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen  (*). 
2°  Relever  les  dimensions  (en  millimètres)  et  les  inscrire  sur  le  croquis. 

(On  acconle  \  heuro  1  '2  pour  celle  première  partie  du  travail,  après  quoi  le  modèle  en  relief  est  retiré  de  la  salle). 

Deuxième  partie  :  Misk  au  net  (feuille  1/4  grand-aigle). 

Mettre  au  net,  à  l'encre  de  Chine,  à  une  échelle  déterminée,  le  croquis  précédent. 
L'échelle  est  laissée  à  l'arbitraire  de  MM.  les  candidats.  On  fera  le  trait  seul,  sans  lavis. 

{iC>  septembre,  de  1  h.  a  S  h. 

(')  Ces  objets  étaient  : 

1»  rtétail  'au  liersi  do  l'assemblage  de  la  membrure  supérieure  en  fonte  d'un  pont  américain  (pont sur  l'Oliio)  avec  lusécharpcs  en  fers  plats 
et  le*  hrarr)ns  en  fers  lubulaircs.  —  2*  Détail  'au  liersi  d'un  cnariot  <le  dilatation  (viaduc  de  la  Houllu' .  —  iî"  Détail  (au  licr^)  de  l'assemblage  de  la 
membrure  inférieure  d'une  grande  poutre  en  V'<\e  avec  les  pièces  mont;inlu8,  verticales  et  inclinéo^î,  ainsi  qu'avec  les  enlretoises.  (l'ont  sur  la  .Mur). 
—  Un  même  modèle  servait  pour  trois  ou  quaire  candidats. 


Le  nédacleur-Gérant  :     H.  VUIBERT. 


piku  —  mr.  cjuix. 
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ALGEBRE 


75.  —  Étant  données  les  deux  équations 

ax'  +  bx'*  +  ex  +  (1  =  0, 
a'x*  +  b'x  +  c'  =  0, 
quelle  relation  doit  exister  entre  les  coefficients  pour  que  les  deux  équations  ne  puissent  avoir  une  racine 
commune  sans  en  avoir  deux? 

Posons  f{x)  ^  ax^  +  bx^  +  ex  -^  d, 

et  soient  a,  p  les  doux  racines  de  l'équation  aV  -t-  b'x  +  c'  =  0,  que  nous  supposerons  distinctes.  II 
s'agit  de  trouver  une  condition  exprimant  (jue  si  /(a)  =^0,  on  a  aussi  f(H)  ==  0  ou  que,  réciproque- 
ment, l'équation  f{fj)  —  0  entraîne  /"(>.)  =  0.  Il  sulïit  évidemment  d'exprimer  que  /(a)  —  f{p)  =  0, 
car  d'une  part  s'il  y  a  deux  racines  communes  ou  a  f{x)  —  /"(P)  =  0,  ce  qui  prouve  que  la  condition 
est  nécessaire,  et  d'autre  part  quand  la  condition  /"(a)  —  f{p)  =  0  est  remplie,  l'égalité  /(a)  =  0 
entraine  /(p)  =::  0,  et  inversement.  Plijs  exactement,  pour  écarter  l'hypothfese  a  =  p,  nous  écrirons  que 
la  fonction  symétrique  entière 

/(«)  -  A^) 

a  -|3 

est  nulle  ;  ce  qui  donne  a{'y}  ■+■  a[i  +  p^)  +  &(a  +  fj)  +  c  =  0 

ou  bien  a(a  +  p)*  +  6(a  +  p)  —  aa,3  +  c  —  0, 

.    ,  V    ,.  b''       bb'       ac' 

c  est  a  dire  a h  c  =  0 

a'*        a'         a 

ou  ab"^  —  a'bb'  —  aa'c   -f-  m'*  =  0 

ou  encore  a{ac'  -  ca)  -  b\ab'  -  ba')  =  0. 

Seco.nue  solution.  —  Divisons  ax^  +  bx^  +  ex  4-  d    par    a'x'^  +  b'x  +  c'.     On  Irouve 

ax''  +  bx^+  ex  +  d={a'x^+b'x+c')\  ~x-{ — --(ia'-ai'j  +^{a'{ca' -ac')-b\ba  -ab)]-hd-~(ba'  -  ab') 

la         a*  ]     a^  '^  a'* 

On  voit  donc  que  si  les  équations  proposées  ont  une  solution  commune    a,   cotte  solution  devra 
vérifier  l'équation  tlu  premier  degré 

X  c' 

—  [a\ca'  -  ac'}  -  b\lHi'  —  ab')]  -h  d -(ba'  -  ab')    -  0. 

Donc  il  ne  peut  y  avoir  (lu'une  seule  solution  commune,  à  moins  (juc  le  coenioionl  do  .r   ne  soit 
nul,  car  dans  ce  cas  les  équations  ne  peuvent  avoir  de  racine  commune  qu'autant  que  la  condition 

a'\l  —  c'(ba'  —  ab)       {) 

sera  vériliée,  et  alors   ax^  +  b.r*  +  <\r  +  d   sera  divisible  par   a'.v*  -+-  b'x  +  c, 

B.  N. 
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Troisième  solltio.n.  —  Ku  ])usant 

P  =  a'(ca'  —  ac')  —  b\ha'  —  ab), 

Q  =  a'-d  —  c'(hn'  —  ab'), 

R  =  [ra    —  ac')c'  —  a'h'd, 

on  trouve  facilemeiil  (1U(>  les  ooiulilions  pour  que  les  («qnalions  ])roposées  oient  deux  racines  communes 

sont 

P  .^  0,        Q  ==  0. 

Or  la  condition  pour  qu'elles  aient  au  moins  une  racine  commune  est 

()•'  +  PR  :^  0. 

Il  s'agit  doue  d'exprimer  que  si    Q*  +  PR    est  nul,  on  a  nécessairement  P  =  0    et   Q  =  0;   la 

conililion  cherchée  est  donc  évidemment  P  =  0. 


L.  Pehrke  (lycée  Condorcel). 


M.  Kairk  (Valence)  a  également  envoyé  une  solulion. 
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73.  —  Discuter  Véqualion   y  — •    Rapporter  cette  courbe  à  ses  axes,  sachant  que  les  axes 


X  -  "2 
primilifs  des  coordonnées  sont  rectangulaires. 


L'équation  peut  s'écrire 


y  =  X  -h  S  + 


X  -  *2 


et  sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  d'une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  y  =  x  +  3 
et  .r  —  2  —  0.  On  la  construit  en  ajoutant  aux  ordonnées  de  la  droite 

y  =  X  -h  8    la  quantité 


X  —  2 


Son  équation  réduite  peut  s'obtenir  d'après  la  méthode  générale,  en 
calculant  les  racines  de  l'équation  en  S  et  le  terme  tout  connu.  Il  est  préfé- 
rable de  remarquer   ici  que  les  axes,   bissectrices   des    asj^nptotes,    ont 

pour  équations 

y  —  X  —  3 


v/2 


=  ±{x-  2), 


ou  en  posant 


d'oîi 


A  =  y  -  .r  -  3,        B  =  x-2, 
A  ±  Bv/2  ^  0. 
Soient  X,  Y  les  distances  d'un  point  à  ces  axes  ;  on  aura,  au  signe  près, 

A  4-  B\/2  =.  Xy/i  -  2v/2, 

A  -  By/^  =  Yv/4  +  2/2  ; 
4AB\/2  -  X"^(4  -  2v/2)  -  Y»(4  +  2/2), 
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et  comme  l'équation  de  l'hyperbole  est  AB  =  ',   X  et  Y  satisfont  à  l'équation 

X\^2  -  v/2)  -  Y^(2  +  v/^)  z=  14v/2 

ou  Xi\/2  -  \)  -  Yi^^I  +  i)  =  n. 

C'est  l'équation  réduite. 

Abel  DfMAs,  lycée  de  Lyon. 
M.  E.  JossiNET  a  envoyé  une  solution  analogue.  "^ 


76.  —  Etant  données  les  équations  de  quatre  droites  situées  dans  un  même  plan,  trouver  les  coordonnées 
de  ceux  des  six  points  d'intersection  qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 

Soit  ABGDEF  le  quadrilatère  complet  formé  par  les  q  latre  droites  données,  et  supposons  que  ABCD 
soit  un  quadrilatère  convexe.  Par  chaque  sommet  du  quadrilatère  complet  passent  deux  des  droites, 
contenant  chacune  trois  des  points  d'intersection.  On  peut  partager  les  six  sommets 
en  Irois  espèces:  1°  Le  point  G  est  intérieur  aux  deux  segments  BF  et  DE.  2°  Le 
point  B  est  intérieur  au  segment  AE,  extérieur  au  segment  CF;  le  point  D  jouit  de 
propriétés  analogues.  Enfin  3°  le  point  A  est  extérieur  à  chacun  des  segments  BE 
et  DF;  les  points  E  et  F  sont  pareillement  extérieurs  aux  segments  qui  leur  corres- 
pondent. 

Or,  étant  données  les  équations  D^  =  0,  D^  =  0,  D3  =  0,  D^^O;  nous  pouvons  par  exemple 
déterminer  l'abscisse  du  point  de  rencontre  des  droites  D,,  D^  ;  point  que  nous  représenterons  par 
(i,  2).  Calculons  de  même  les  abscisses  des  points  (1,  3)  et  (1,  4).  La  comparaison  de  ces  trois  ab.scisses 
nous  indiquera  si  le  premier  point  est  intérieur  ou  extérieur  au  segment  foimé  par  les  deux  autres. 
Nous  ferons  la  même  recherche  pour  le  point  (1,  2),  et  le  segment  déterminé  par  les  points  (2,  S),  (2,  4). 
Nous  saurons  ainsi  à  quelle  espèce  appartient  le  point  (1,  2).  Quand  nous  aurons  déterminé  les  deux 
premières  espèces,  nous  aurons  trois  des  sommets  cherchés:  B,  C,  D,  d'où  l'on  déduira  les  points  F  et 
E,  et  par  suite  le  point  A  sera  aussi  connu. 


A        B       E 


77.  —  On  donne  une  conique  (C)  et  un  cercle  qui  a  son  centre  en  l'un  des  foyers  de  ta  conique.  Par  les 
points  A  e/  B  oh  \me  tangente  mobile  au  cercle  rencontre  la  conique  (C),  on  mène  les  deux  autres  tangentes  au 
cercle.  Trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

Je  prends  pour  axes  des  parallèles  aux  axes  do  la  conique  passant  par  le  contre  du  cercle. 

Soient  x^  -\-  if  -  R»  ==  0, 

a;*  +  //»  -  c»(.c  -  «)»  -  0 

les  équations  du  cercle  et  ch'  la  conique. 

L'équation  d'une  tangente  au  cercle  peut  s'écrire 

X»(.T  -^  W)  4-  'llxj  -{X  -  R)  r^  0;  (i) 

cette  tangente  rencontre  la  conique  en  .\  ri  H.  (>l  decluirun  th»  ces  deux  poinl.-^on  p(Mi(  incnor  au  cort'le 
une  seconde  tangente  dont  l'équation  sera 

lt.\x  4-  R)  H-  2u//  -  (.r  -  R)  :r  0.  (i) 

les  deux  valeurs  de  a  étant  déterminées  en  écrivant  que  le  point  de  renconiro  de.><  droites  (I)  et  (2)  so 
trouve  sur  la  conique.  Eu  résolvant  ces  ileux  équations,  on  obtient 

^      ^      y      _     -  H   . 

Aa  —    t  À  4-  •/.         Xu  -h    I  ' 


208  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


remplaçant  dans  l'éciuation  de  la  conique,  ou  a 

;/^[H\X'  +  i)  -  e-'l^H  -1-  ay]  -\-  2Xac-(H«  -  a')  +  R-("a'  +  \)  -  <\R  -  a)*  ^  0.        (3) 

Si,  ilaus  l'équation  (2),  x  et  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  les  équations  (2)  et  (3) 
iloivent  avoir  mêmes  racines  eu  u,  ce  qui  iloiine 

X  -h  R _  y  _  -  (x  -  R) 

R^À"  4-  1)  -  e'\\\\  -+-  a)»  ~  ),e'(H-^  -  a')  ~  \\:\k'  -h  1)  -  e\R  -  a)'^' 

Re'^[(R  -  a)-'  -  /'■'(R  +  aY] 


d'oîi  l'on  lin;  x  = 

y  = 


X»[2R-  -  e-^(R  +  af J  -h  tR'  -  e\R  -  a)' 
2Rf^)>(R''  -  a») 


X»[2H-^  -  ('^(R  +  a)M  +  2H»  -  e^R  -  a)-' 

On  a  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  exprimées  en  fonction  rationnelle  du  paramètre  X; 
le  lieu  est  donc  une  conique.  Nous  en  aurons  l'équation  eu  éliminant  X  entre  ces  deux  dernières 
équations. 
Posons  A  =   (R  -  a)»     ,  B  =  (R  +  a)\ 

C  =  2R»  -  e\R  +  ay     ,  B  =  2R-  -  e'{R  -  a)^    ; 

RcVA  -  BX») 
On  a  ,^_L___J,  (4) 


y  = 

d'où 

x^  -h  y""  = 

De  {\)  on  tire 

X«   :■= 

et  remplaçant  dans  (5)  i 

1  vient 

x^  +  y^  = 

ou  enfin 

x^  +  if  = 

(S) 


2Re*Xv/AB  _ 
GX^  -4-  D  ' 

RV(A  +  BX'^)'^ 
(CX^  +  D)'^      ' 

ARe*  -  J)x 
Cx  +  BRe*' 

[(AC  -  BD)2;  +  2ABRe^]'' 

^AC  +  RDf 

2R'[iaR'a;  -  e^(R'  -  a^)']' 
[2R'^(R^  +  a')  -  e^K'  -  a^)^]*  * 

Le  lieu  est  donc  une  conique  qui  a  pour  foyer  le  point  0,  et  même  axe  focal  que  la  conique  donnée . 

L.  Perrée,  lycée  Condorcet. 
M.  E.  JûTANT,  lycée  Condorcet,  a  donné  une  solution  analogue. 

Remarque.  —  M.  le  capitaine  Barisien  et  M.  Vigneaux,  élève  au  lycée  de  Toulouse,  ont  observé  que 
si  l'on  remplace  la  conique  (C)  et  le  cercle  par  deux  coniques  quelconques,  le  lieu  demandé  est  une 
conique  faisant  partie  tlu  faisceau  tangentiel  des  coniques  données. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  conjugué  commun  aux  deux  coniques;  leurs  équa- 
tions pourront  s'écrire 

X-'  +  y^  -  :;''  =  0, 

ax-  +  ly'^  —  cz^  =  0. 

Il  sullit  de  répéter  le  même  calcul  que  plus  haut. 

Les  équations  de  deux  tangentes  à  la  première  conique  s'écrivent 

X«(x  +  z)  +  T/y  -  (a;  -  s)  =  0,  (1) 

a»(.r  +  z)  +  2'j.y  -  {x  -  z)  =  0;  (2) 
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leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 


l[j.  —  1  X  +  a  A[J.  +  1 

et  en  écrivant  que  ce  point  est  sur  la  deuxième  conique 

a{hj.  -  ly  +  b(k  +  'j.y  -  c(X;x  +  1;^  =  0 
ou  |J^'[(a  -  c)'^^  +  b]  -  ^hj.{a  -  b  +  c)  +  6À»  -h  a  -  c  =  0.  (3) 

Pour  tout  point  du  lieu,  les  équations  (2)  et  (3)  ont  mêmes  racines;  donc 

X  -\-  z  —y  —  (x  —  z) 


d'oîi  l'on  tire 


(a  —  c)}."^  +  b        {a  —  b  +  c)X        bX^  +  a  —  c 

2a;  -  y  2:? 


ou 


(6  +  c  -  a)(l  -  X^)        {c  +  a  -  b)l        {a  +  b  -  cp.^  +  1) 
En  éliminant  À  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(b  +c-ay        {c  +a-  b)^        {a  +  b  -  c)' 

L'équation  tangentielle  de  cette  conique  peut  s'écrire 

m'(6  -1-  c  —  a)*  +  v\c  +  a  -  by  —  w^{a  +  6  -  c)'  =  0 

lu"       v^       îr^n 
(u^  +  y^  -  w^){a^  +  6»  +  c"  -  26c  -  2ca  -  2a6)  +  Aabc h  -^ =0. 

Ce  qui  montre  que  le  lieu  trouvé  est  une  conique  appartenant  au  faisceau  tangentiel  des  deux 
coniques  données. 

Ce  théorème  peut  s'éooncer  de  la  façon  suivante  : 

Le  lieu  du  troisième  sommet  d'un  triangle  circonscrit  à  une  cotiique  et  dont  deux  sommets  décrivent 
une  autre  conique  est  une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  quati'C  tangentes  communes  aux  coniques 
données. 

En  transformant  par  dualité,  on  obtient  cet  autre  énoncé  : 

L'enveloppe  du  troisième  côté  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  et  dont  deux  côtes  louchent  une 
autre  conique  est  une  conique  passant  par  les  points  communs  aux  deux  coniques  données. 


78.  —  On  abaisse  d'un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse,  les  quatre  normales  à  celle  ellipM\  el  l  on 
considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  à  l'ellipse  jnenées  aux  pieds  des  normales.  Le  lieu  des  points  P 
tels  que  ce  quadrilatère  soit  inscriptible  à  tin  cercle,  se  compose  :  /"  des  axes  de  l'ellipse:  2°  de  la  po.laire 
par  rapport  au  centre  d'une  hyperbole  ayant  même  centre  et  mêmes  directions  d'axes  que  rellipsc. 

L'équation  aux  cooflicients  ani;ulairos  des  normales  issues  du  point  (x,  [S)  est 

fc*x».7n»  -  2uf.6*m='  +  (a»a«  -+-  6»f>»  -  c')  «i»  -  2a«aSm  4-  a^'  =  0-  (*) 

Eu  choisissant  convenablement  une  direction  sur  chacuno  des  quatre  normales  ot  on  désignant  par 
Wj,  (Oj,  (Dj,  ^<^^  les  angles  que  ces  tlirections  font  avec  l'axt^  O.j-,  la  condition  à  exprimer  rovient  à  colle-ci  : 

ou  (r),    -H    ('»,   -^  (Oj  +    O),, 

ot  par  suite,  les  racines  de  réquatiou  (I)  vériliout  la  relation 

>»i  4-»<.,    _    m  3  +  m^  ^. 

1  —  ;«,m,       1  —  njjm^ 
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Posons  //),  4-  m,  =  X,         ni^  ■+■  m^  —  u.,        ^)l^m.,  —  u,        ïMjm^  =  v. 

On  a,  i-n  vorlu  do  ré(jua(ion  (I), 


X  4-  ;x  =  ^  --  âA,  (3) 


a 


),,  +  n  +  V  = ^^;^-i ^  B,  (4) 

2a*  3 
Xy  +  'M  ^-TT    =  2C,  (5) 

La  relation  (2)  peut  s'écrire  X(l  —  u)  —  u(I  —  u)  =:^  0.  (7) 

On  aura  l'équation  tlu  lieu  eu  éliminant  X,  <j.,  u,  v  entre  ces  cinq  équations. 
Les  équations  (3)  et  (7)  donnent 

X       _       >j.       _  2A 

1  —  u  ~~  1  —  V   ~  2  -  (u  4-  V)  ' 

en  portant  les  valeurs  de  À  et  de  [j.  tirées  de  ces  équations  dans  les  équations  (4)  et  (oj  on  obtient,  eu 
tenant  compte  île  l'équation  (6)  : 

4A"-[1  -f-  D  -  (m  +  v)]  '-=\B  -  {u  4-  r)][2  -  (n  +  v)y 

Mu  ^v  -  2D)  ^  C[2  -  (»  4-  v)]. 

Eliminons    u  -+-  v  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons 

A»(C  -  A)(G  +  A)»(D  -  \)  =  [B(A  +  G)  -  2(AD  +  G)]A*(D  -  1)^ 

Get'.e  équation  nous  donne  :  1"  A  =  0,  c'est-à-dire  p  =  0;  donc  l'axe  des  x  fait  partie  du  lieu; 
2"  D  —  i,  c'est-à-dire  a*p*  —  6*a*  =  0.  Mais  si  celte  condition  est  remplie,  le  produit  des  racines  de 
ré(juation  (1)  est  ég;il  à  l'unité;  il  ne  s'ensuit  pas  que  ces  racines  vérifient  la  condition  (2);  donc  il 
faut  écarter  celte  solution. 

Enfin,  après  avoir  supprimé  A-(D  —  1),  il  reste  l'équalion 

(G  -  A)(C  -r  A)*  =  [B(A  +  G)  -  2(AD  +  G)J(D  -  1) 

ou,  en  remplaçant  A,  B,  G,  D  par  leurs  valeurs  ainsi  c[uo  a  par  x  et  p  par  i/,  on  obtient 

x\if-  (a>  +  6*)-  -  (a'if  -  ¥x^)[a^x^  -  b-'i/  -c^  («*  +  b'')]  =  0 

ou  n^)'  Cr*  4-  7fY  -  c^  (a'  +  b'){h''X^  -  a^if)  ^  0, 

podaire,  par  rapport  h  son  centre,  de  l'hyperbole  définie  par  l'équation 

a»x*  -  b^if  =  c^a''  +  b^). 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  l'axe  des  y  fait  aussi  [)artie  du  lieu  ;  on  a  supposé  en  effet 
3  ;zf  0  dans  le  calcul  précédent.  Or  si  a  =  0,  l'équation  (I)  a  deux  racines  infinies,  les  deux  autres 
étant  égales  et  de  signes  contraires  et  la  relation  (2)  est  alors  vérifiée.  On  vérifie  de  la  môme  manière, 
directement,  que  l'axe  des  x  fait  partie  du  lieu.  En  résumé,  le  lieu  se  compose  des  axes  de 
l'ellipse  et  d'une  podaire  d'hyperbole. 

II.  Jacquest,  lycée  de  Dijon. 
Autres  solutions  :  MM.  Madalle  (  Louis-lc-Gnind);  Jotam  cl  Perhke  (  lycée  Condorcct). 
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83.  —  On  considère  une  série  d'ellipsc.f  concentri'jues  et  ayant  les  mêmes  directions  d'axes,  ainsi  qu'une 
droite  fixe.  En  chacun  des  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  l'une  quelconque  des  ellipses  on  mène  les 
normales  à  l'ellipse,  qui  se  rencontrent  en  un  certain  point  P.  De  ce  point  P  on  abaisse  les  deux  autres  normales 
à  l'ellipse.  La  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  dernières  normales  a  pour  pôle  un  point  qui  reste  fixe  quelle  que 
soit  l'ellipse  de  la  série. 

Soient  x^,  y^  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  joignant  les  pieds  des  deux  dernières  normales, 
les  axes  coordonnés  étant  dirigés  suivant  les  axes  de  symétrie  des  coniques  considérées.  D'après  un 
théorème  bien  connu,  dû  à  Joachimsthal,  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  deux  premières  normales  a 

pour  équation 

^+«-+1=0. 

^0  Ho 

Or  cette  droite  est  fixe  par  hypothèse;  soit 


?  +  ^'  -  I  =  0 

U         V 

son  équation.  En  identifiant  ces  deux  équations,  on  a  donc 

Xo=  —  u,       1/0=  -  i\ 
ce  qui  démontre  que  le  point  {Xq,  j/q)  est  fixe. 
D'ailleurs  en  nommant  M  ce  point,  on  sait  que  pour  avoir  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  deux 
premières  normales,  on  doit  prendre  le  point  G  symétrique  de  M  par  rapport  aux  axes  et  abaisser  du 
point  G  des  perpendiculaires  ca,  cb  aux  axes;  la  droite  demandée  est  la  droite  ab.  Réciproquement, 
connaissant  ab,  le  point  M  s'en  déduit  immédiatement,  puisqu'il  est  le  symétrique  du  point  G. 

Onlenvoyédes  soUi  lions  exactes:  MM.  Georges  Alizi  (Bordeaux):  AuDiiiERï(Marseille>:  Auzeram  (Toulouse):  Aviullier-B...  (Parisi:  Boirriexse 
(lycée  de  Ilouen)  ;  H.  Cheronnei  (école  Mongo  ;  Aug.  Ueumerre  ;  Desc  uiuRs  :  Kaucili.on  (collège  CliapUil  ;  Kaurb  (Valence)  :  Hi-gron  lycée  Sainl-Louis': 
Ed.  llissoN  (.Nancy;;  Jacquest  (Dijon);  Jossiset  (Troyes);  Jovant  (lycée  Condi.rcel);  Peltier  (Clennont);  Perkée  dycee  CondoVcet)  ;  Poiilliart 
Clcnnont);  Uandon (lycée  Louis-lc-Grand);  P.-F.  Teiuiet  (Saint-Etienne);  J.  Vigneaux  (lycée de  Toulouse);  X...  (Nancy). 

Solution  géométrique. —  Soient  A  et  B  les  points  de  rencontre  de  la  droite  donnée  avec  l'une  des 
ellipses;  a,  a'  les  points  do  rencontre  de  celte  droite  avec  les  axes  Ox,  0//;  soient  G,  D  les  pieds  des 
normales  à  l'ellipse  meuéos  par  Je  point  de  rencontre  P  des  normales  en  A  et  13,  et  b,  b'  les  points 
d'intersection  de  GD  avec  Ox  et  Oy;  enfin  soient  a,  p  les  extrémités  de  l'axe  de  l'ellipse  ilirigé  suivant 
Ox,  et  M  le  pôle  de  (^D.  L'ellipse  considérée,  l'hyperbole  d'Apollonius  passant  par  A,  13.  G,  D  et  les 
droites  AI3,  GD  coupent  l'axe  Ox  en  six  points  :  a,  |i;  0  et  le  j)oiut  à  linlini  sur  .r'.r;  a  et  b  qui  forment 
une  involution  dont  0  est  le  point  central.  Par  suite 

Oa.Ob    .Oa.O[i. 

D'autre  paît,  si  m  est  la  projection  de  M  sur  Ox,  Mm  est  la  polaire  de  b;  donc 

Om.Ob^Oi^; 

par  conséquent  Om    ^  —  Oa. 

De  m(>mo,  si  m'  est  la  projection  de  M  sur  ()//,  on  a 

Oni'       -  Vil'. 

Le  pôle  M  do  GD  est  donc  fixe;  c'est  le  symétrique  par  rapport  à  0  du  point  ayant  [>our  coordouuées 
()(/,  Oa'. 

Gé.néralisation.  —  L'une  quelconque  des  conitiues  considérées  est  conjuguée  au  trianp;le  formé  par 
les  axes  Oo;,  Oi/ et  la  droite  de  riDfini;  l'hyperbole  d'Apollonius  correspondante  est  circonscrite  à  ce 
triangle;  île  plus  la  droite  tlonnée  est  une  corde  commune  à  ces  deux  coniques.  Doue  eu  transformant 
honiographiquomont  on  peut  énoncer  co  théorème  : 
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^'^  ion  considère  tous  les  couples  de  deux  coniques  (e/les  que  l'une  soit  conjuguée  et  l'autre  circonscrite  à 
un  trinnfjle  fi.re  et  qu'elles  admettent  pour  corde  commune  une  droite  fixe,  la  seconde  corde  commune  a  pour 
pôle  par  rapport  à  la  première  conique  un  point  fixe. 

CVst  d'ailleurs  ce  que  lou  peut  établir  analytiquemcnt.  Prenons  le  triangle  fixe  pour  triangle  de 
référence  :  les  conicjucs  et  la  droite  auront  pour  équations 

Ax^  ■+-  Bif  +  Cz»  =  0, 

axjz  -\-  bzx  +  cxy  =  0, 

x       y       z       ^ 

-  +  7  +  -  =  0, 

a         [i        Y 

et  l'on  pourra  disposer  de  a,  h,  c  et  l  de  sorte  que 

kx'^  +  Btf  4-  Cz^  +l{ai/z  +  bzx  +  cxy)^^(-  +  ^  4-  -){kax  -\-  Bjiy  +  Cyz). 

\<x        (3        y/ 

Le  pôle  de  la  seconde  corde  commune  par  rapport  h  la  première  conique  sera  défini  par  les  équations 

-  =  ?^  =  -, 

*        ^       y' 
ce  qui  démontre  le  thcorcmo. 

E.  DupoRCQ  (école  Monge). 

Solution  analogue  par  M.  A.  de  Boisfleurt  (collège  Stanislas). 
Autre  solution  géométrique  par  M.  le  D'  Gutsche. 


89.  —  Un  cercle  de  rai/on  R  est  tangent  à  une  ellipse  donnée,  à  Vextrémité  du  grand  axe.  Trouver  une 
équation  qui  donne  la  dislance  d'un  des  foyers  au  point  oii  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  rencontre 
le  grand  axe. 

Soit    -  +  -  —1^0    l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et 
a-       0* 

{X  -  a  -  R)-  +  if  =:B} 

l'équation  d'un  cercle  tangent  au  sommet  d'abscisse  a. 

Soit  a  l'abscisse  du  point  M,  oh  une  tangente  commune  aux  deux  courbes  rencontre  Ox.  Nous 
écrirons  que  les  tangentes  issues  du  point  M  à  ces  deux  courbes  sont  confondues. 

Les  directions  de  ces  taugcnlcs  sont  données,  pour  l'ellipse,  par  l'équation 

a"  -  o*       ^ 

X'  -  y'  —^-  =  0, 

(a  -  û)(a   -  a  -  2R)         . 
et  pour  le  cercle,  par  x''  —  \f ^5; =  U. 


On  doit  donc  avoir 


(a-a)fa-a-i2R) 


R*  6»      ' 

en  suppriinanl  la  solution    7.  —  a ,    qui  correspond  à  la  tangente  intérieure,  il  vient 

_  gR'  +  26^R  +  ah-"  ^ 
*  ~  6''  -  K^  *' 

les  segments   FM   et  l'M    ont  alors  pour  expressions 

oR'  +  26'R  -»-  ab*  _ 

±  c. 

b^  -  R» 
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Remarque.  —  La  valeur  de   a   est  réelle,  quel  que  soit    R.   Si,  par  exemple,   R   est  négatif,  il 

peut  arriver  que  les  tangentes  communes  soient  imaginaires,  leur  point  de  concours  n'en  est  pas 

moins  réel.  En  particulier,  si   R  =  c  —  a ,   le  centre  du  cercle  coïncide  avec  le  foyer  F,   les  deux 

tangentes  communes  ont  pour  coefficients  angulaires  ±  z,  et  la  formule  précédente  donne  %  =  0,  ce 

qui  était  aisé  à  prévoir. 

Descombes,  à  Annecy. 

Solutions  semblables  fie  MM.   Auzeram,  lywe  de  Toulouse;  Boirrie.nne,  lycée  de  Rouen;  G.  Clny,  école  Sainl-Sigisbcrt,  à  Nancy;  F.  Faire, 
Valence;  A.  Haakkleicher,  lycée  Condorcet;  L.  Perrée,  lycée  Condorcel. 

Autre  solution.  —  On  peut  obtenir  le  même  résultat  par  des  considérations  élémentaires. 

On  a  aisément  les  égalités 

FH  _  MF  F'H'  _  MF' 

CD  ~  MG         ^^       "CÏT  ~  MÏÏ' 

ou,  en  posant 

FH  a  -  c 


(il 

eu 

OM  . 

=  a, 

et 

F'H' 
R 

^    il 

vient 

R        a-a-R  R~a-a-R 

Multiplions  membre  à  membre  et  observons  que  FH  x  F'H'  =  6' 

b"^  _        a»  —  c^ 

ÏT*  "^  (a  -  a  -  R)»  ' 

supprimant  la  racine  a.  =  a  ,   il  reste 

_  aR»  +  26^R  -f-  ab^ 

"^  -  6»  -  R-^ 

Louis  Philippe,  élémentaires,  Saiul- Louis. 


90.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  et  B.  De  A.  et  B  comme  centres,  on  décrit  deux  cercles,  l'un  de  rayon 
constant,  l'autre  de  rayon  variable.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  communes  avec  le  cercle  variable 
est  un  limaçon  de  Pascal. 

Prenons  pour  axe  des  x  lo  droite  AB,  pour  axe  des  //  une  perpentliculaire  h  AB  au  point  B. 
centre  du  cercle  de  rayon  variable,  et  désignons  par  a  l'abscisse  du  point  A  et  par  R  le  rayon  du 
cercle  fixe  qui  a  ce  point  pour  centre.  Si  p  est  le  rayon  du  cercle  variable,  une  tangente  à  ce  cercle 
a  pour  équation 

X  cos  <•>  +  //  siu  (0  —  p  :=  0 , 

p,  w  désignant  les  coordonnées  polaires  d'un  point  du  lieu.  Eu  écrivant  que  la  distance  du  point  A 
à  cette  tangente  est  égale  à  R,  on  obtient 

a  cos  10  —  p  =  ±  R 

ou  p  ==  rt  cos  w  ±  R. 

En  prenant  successivement  les  deux  signes  devant  R,  on  obtient  deux  équations  qui  représentent 
le  même  limaron  de  Pascal. 

Co  résultat  s'obtient  d'ailleurs  immédiatement  en  observant  que  le  lieu  considéré  est  la  podairedu 
point  B  par  rapport  au  cercle  fixe  do  ceutre  A.Celle  podaiie  estun  limaron  (jui  a  le  point  B  pour  point 
double.  Los  tangentes  en  ce  point  sont  réelles,  imaginaires  ou  coufouduos  selon  que  le  point  B  esta 
l'extérieur,  à  l'intérieur  ou  sur  la  circonférence  du  cercle  fixe. 

J.  Vic.NBAix,  Ivcéo  de  Toulouse. 
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91.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  «7  B.  De  A  et  B  comme  centres,  on  décril  deux  cercles  variables, 
mais  lan(jcn[s  entre  eux.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  communes  aux  deux  cercles  se  compose  de 
deux  limaçons  de  Pascal. 

Cherchons  d'abord  le  lieu  îles  points  de  contact  situés  sur  le  cercle  de  centre  B.   Prônons  les 

mômes  axes  que  dans  lo  problème  précédent.  Il  suffira  d'écrire  que  la  distance  du  point  A  (a,  0)  à  la 

tangente  ayant  pour  cijuation 

X  cos  0)  +  y  sin  (o  —  p  ^  0, 

est  égale  à  r/  —  :  ;  on  obtient  donc,  eu  remarquant  que  les  deux  points  A  et  B  sont  dans  la  môme 

région  de  la  tangente, 

a  cos  oi  —  p  =  —  (a  —  p) 


ou 


fi  +  cos  w) , 


qui  est  l'équation  d'un  limaçon  de  Pascal  à  point  de  rebroussementou  cardioïde,  qui  a  le  point  B  pour 

point  double  et  le  point  A  pour  sommet. 

Le  lieu  des  poiuls  de  contact  des  tangentes  sur  le  cercle  de  centre  A 
est  de  même  une  cardioïde  ayant  le  point  A  pour  point  double  et  le  point 
B  pour  sommet. 

Ce  résultat  s'obtient  géométriquement  en  observant  que  si  par  le 
milieu  I  de  MM'  ou  mène  une  perpendiculaire  à   cette  droite,  elle  ren- 


contre AB  en  un  point  0  tel  que 

01  ^ 


MA 


±^  =  ^«  =  OA  =  OB. 


La  droits  MM' est  donc  tangente  au  cercle  de  diamètre  AB^  et  le  lieu  cherché  se  compose  des 

podaires  des  points  A  et  B  par  rapport  à  ce  cercle. 

J.  Vigneaux,  lycée  de  Toulouse. 

Onl  rcàûlu  les  ciueslions  90  el  91  :  M.M.  Audoiin,  marine,  lycée  de  Cherbourg  ;  Aizeram,  lycée  de  ïouloiise  :  Bergman,  élémcnlaire-,  Saint-Louis  ; 
A.  Blondel,  lycée  d'Amion-;  :  BouRTiiuNNE.  lyc<^e  de  Kouen;  II.  Cnékonnet,  (îcolc  Monge;  G.  Ci.ny,- école  Sainl-Sigisbt-rt,  à  Nancy  ;  t)ES(.o.MBEs,  Annecy; 
.\bel  Dl'm.vs,  lycée  de  Lyon;  F.  Kaure,  Valence;  Ed.  Oaltier,  lycée  de  Bordeau.\;  André  Haaroleiciieh,  Condorcct;  Ed  IIlsson,  lycée  de  Nancy;  E.  Jac- 
OfiST,  lycée  de  Dijon;  H.  Lbvy,  lycée  Janson  deSailly;  Henri  Loiseav,  lycée  de  Clennont;  L.  I'errée,  Condorcel;  L.-P.  Randon,  Louis-le-Crand  ; 
P.-F.  Teiluet,  Sainl-Eliennc. 


92.  —  /•-'/(  un  point  A  de  la  circonférence  d'un  cercle  donné  on  décrit  un  cercle  quelconque  tangent  au 
premier.  Si  on  fait  carier  le  rayon  de  ce  second  cercle,  le  lieu  des  points  de  contact  sur  le  cercle  variable  des 
tangentes  communes  au  cercle  fixe  et  au  cercle  variable  est  une  cissoïde. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  du  cercle  donné  qui  passe  par  A  et  pour  axe  Oy  la  tangente 

en  A.  L'équation  de  ce  cercle  s'écrit 

.r»  +  y''  -h  "l'ix  ---■■  0, 

oîi  l'on  peut  supposer  a  >  0.  Si  À  désigne  le  rayon  d'un  cercle  variable,  l'équatiou  de  ce  cercle,  tangent 

extérieurement  au  premier,  sera 

X*  +  y'  -  Trx  ^  0.  (1) 

Soit  M  un  point  tlu  lieu;  ses  coordonnées  a;,  y  satisfont  à  l'équation  (1).  .J'écris  que  la   tangente 

en  ce  point  ayant  pour  équation 

\{x  —  1)  -h  Y//  —  '/x  ---  0, 

est  à  la  distance  a  du  centre  du  cercle  fixe,  c'est-à-dire  (jue 

—  a{x  —  À)  —  "/x 

-  \/{x  -  X)«  4-  7f  " 
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ou,  tenant  compte  de  l'équation  (1), 


—  a(x  —  V) 


Ix 


-  X 


a, 


(2) 


en  observant  que  les  centres  des  deux  cercles  sont  tous  deux  dans  la  région  négative  de  la  tangente. 
En  éliminant  X  entre  (t)  et  (2),  on  obtient  l'équation  du  lieu 

x{x^  +  y*)  —  2ay«  =  0, 

qui  représente  une  cissoïde,  facile  à  construire. 

SoLUTiOiN  GÉOMÉTRIQUE.  —  Soit  CM  la  tangente  commune  aux 

deux  cercles;  traçons  le   cercle  0' symétrique  du  cercle  fixe  0 

par  rapport  à  la  tangente  en  A;  menons  la  tangente  à  ce  cercle 

au  point  B,  et  prolongeons  la  droite  AM  qui  rencontre  le  cercle 

0'  en  D  et  la  tangente  en  B  au  point  E. 

On  sait  que  le  triangle  CAM  est  rectangle  en  A,  par  suite 

DB  est  parallèle  à  AG;  il  résulte  de  là  que  les  cordes  AC  cl  DB 

sont  égales  et  que  les  angles  ACM  et  DBE  sont  égaux  comme  ayant  môme  mesure  dans  des  cercles  égaux. 

Les  deux  triangles  rectangles  CAM  ctBDE  sont,  par  suite,  égaux  et  AM  =  DE,  ce  qui  montre  que 

le  lieu  du  point  M  est  une  cissoïde  droile,  ayant  AB  pour  axe,  A  pour  point  de  rebroussement  et  BE 

pour  asymptote. 

L.-P.  Randon,  lycée  Louis-le-Grand. 

Ont  résolu  celle  quesUon  MM.  :  Beroman,  élémentaires,  Saint-Louis;  K.  Bourrienne,  lycJe  de  Rouen;  II.  CHtRONNEr,  é.oleMunge;  G,  Cunt, 
école  Sainl-Sigisbert,  à  .Nancy;  A.  Uelpierre,  marine,  collège  de  Dieppe;  .\bcl  Dumas,  lycée  de  Lyon;  K.Fauhe,  Valence  ;  .\ndré  Haarbleiciier.  Con- 
dorcel;  EJ.  Hlsson  lycée  de  iVanny;  K.  .Jacuuest,  lycée  de  Dijon  :   H.  Loiseiu.  lycée  de  Clcnn  mt;  L.  Perrée,  lycée  Condorcet  ;  .A.   Poiilliart,    lycée, 
de  Clcrmont;  Gustave  Soulié,  lycée  de  Toulouse;  P.  K.  Teii.hbt,  Sainl-litiennc;  .J.  vigxeaix,  lycée  de  Toulouse. 


98.  —  /"  Représente?'  sur  une  même  figure  les  trois  courbes  A,  B,  C  donl  les  équations  en  coordonnées 

rectangulaires  tonl 

A  :  y*  -+-  3a«x'^  —  3axy  -  a^  =  0, 

B  :  y  -  x»  =  0, 

C  :  y  +  x^  -  3ax  r^  0. 

2''  J,es  points  B,  B',  C,  C  où  l'ellipse  A  rencontra  les  courbes  B  el  C  sont  les  sommets  d'un  parallélo- 
gramme. On  demande  les  lieux  décrits  par  les  milieux  des  côtés  de  ce  parallélogramme  el  par  les  sommets  du 
parallélogramme  formé  par  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  points  B,  B',  C,  C  quand  le  paramétre  a  varie. 

5**  Montrer  qu'il  existe  une  valeur  de  a  et  une  seule  telle  que  l'ellipse  correspondante  A  sott  réelle  et 
passe  par  un  point  donné  P  du  plan.  On  donnera  l'expression  e.rplieitc  de  la  valeur  de  a  au  moyen  des 
coordonnées  du  point  P. 

■i"  Déterminer  les  coefficients  angulaires  des  axes  de  l'ellipse  A,  en  distinguant  les  coelficients  angulaires 

du  petit  axe  ci  du  grand  axe. 

(Bourses  de  licenre,  ISOt.) 

1"  La   courbe  A  est  une  ellipse  «jui   n'est  réelle  ([ue  si  a  esl  posilil'.  oo  qiu>  uous  supposerons 
désormais;   cotle  ellipse  a  son  centre  à  l'origine  et  rencontre   O.r  eu  deux  points  Dot  0'  d'abcisses 


Vi- 


Le  (lidinotre  conjugué  dt>  O.r,  //  —  2tia;  =  0,  rencontre  la  courbt'  en  deux  points  C  et  C 
symétriques  i)ar  rapport  au  point  0.  Le  point  C  situé  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  a  pour 
coordonnées  y^a  et2av/«.  L'ellipse  est  ainsi  ilélerminée  par  les  deux  diamètres  conjugués  01)  et  OC 
(on  traits  pleins  sur  la  ligure). 

La  courbe   B   est   aisée  à  construire,  tdle  a  un  point  diullexion  à  l'origine  ;  elle  loucoutrc  la 
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courbe  A,  oa  dos  points  dont  les  coordoimces  s'obtionncat  ou  résolvaut  les  cquatioas  A  et  B.  Eu 

éliuiiuaul  y,  ou  a  (a;'  —  a)-'  =  0,  ce  qui  montre 
qu'au  point  B  de  coordonnées  \/a  et  a\/a,  les 
deux  courbes  A  et  B  sont  tangentes  et  ont  un 
coutacl  du  deuxième  ordre,  elles  se  traversent; 
il  en  est  de  mémo  au  point  symétrique  B'.  Cette 
courbe  B  est  représentée  en  pointillé  sur  la 
ligure. 

EuHu  la  courbe  C,  représentée  en  traits  dis- 
continus, rencontre  l'ellipse  au  point  (J,  oîi  elle 
admet  avec  l'ellipse  un  contact  du  deuxième 
ordre,  ainsi  qu'au  point  C,  symétrique  do  C 
par  rapport  à  l'origine. 

2°  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  dans  le 
parallélogramme  BCB'C  les  côtés  BC  et  B'C 
sont  parallèles  à  Oy.  Les  milieux  de  B'C  et  BC 
décrivent  Oi/.  Le  milieu  I  de  BC  a  pour  coor- 
données 

3a  \/a 


X 


=  \/ô. 


y  = 


■2 


en  éliminant  a  entre  ces   deux  équations  on 

3a;' 
obtient  2/  —  "ô"  ' 

qui  est  l'équation  du  lieu  du  point  I,  ainsi  que  du  point  1',  milieu  de  B'C;  c'est  une  courbe  homothé- 
tique  de  la  courbe  B. 

La  tangente  à  l'ellipse  en  B  a  pour  équation 

Sax  —  y  —  '2a  \/a  —  0, 
la  tangente  en  C,  parallèle  à  Ox,  a  pour  équation 

y  =  2a  \/a  ; 
en  éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

32?/  =  2"x', 

équatiou  d'une  courbe  homothétique  de  la  courbe  B. 

Remarquons  que  la  tangente  en  B  rencontre  la   tangente  en  C  sur  Oy,  tandis  que  la  tangente  eu 
B'  coupe  la  tangente  en  C  sur  la  courbe  précédente. 

3"  Tout  revient  à  démontrer  que  l'équation 

a'  -  3a'x^  +  Saxy  -  t/'  =  0  (1) 

ua  qu'une  racine  positive.  En  substituant  0  et  +  oo,  dans  le  premier  membre,  on  a  des  résultats  de 
signes  contraires,  l'équation  a  donc  au  moins  une  racine  positive;  je  dis  qu'elle  n'en  a  qu'une.  Pour 
cela,  faisons  la  transformation     a'  —  a  —  x"^  ;     il  vient 

{n  -h  x^)'  —  3x*(a'  H-  x^}^  -+-  'Sxy{a'  +  a;*)  -  j/»  =  0, 
qui  peut  s'écrire  a''  +  3ax(y  —  x^)  —  (y  —  x%y  —  2x')  =  0.  (2) 

C'est  une  équation  de  la  forme  a'^  +  pa'  +  q  =  0, 

P  ^       Q'  _  .V'^.V  —  ^')* . 
27  "^  4  ~  4  ' 


dans  laquelle 
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Cette  quantité  étant  positive,  l'équation  (2)  et  par  suite   l'équation  (1)  n'a   qu'une   racine  réelle 
positive. 

La  racine  de  l'équation  (2)  est  donnée  par  la  formule  de  Cardan 


\/-iVt-'^-v/-i-v/ï 


27' 


c'est-à-dire  a'  =  (y  —  x^)'^  —  x{y  —  x^)^, 

d'où  l'on  tire  la  racine  positive  de  l'équation  (1) 

1  2 

a  =  x'^  —  x{y  —  x^)z  +  {y  —  ic*)^. 
4°  L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  axes  de  l'ellipse  A  est 

3am*  -  2m(3a*  -  1)  -  3a  =  0.  (3) 

Le  grand  axe  doit  être  situé  dans  l'angle  aigu  DOC  des  deux  diamètres  conjugués  OC  et  OD,  il 
correspond  donc  à  la  racine  positive  de  l'équalion  (3),  tandis  que  le  petit  axe  a  pour  coefticient  angu- 
laire la  racine  négative  de  l'équation  (3). 

L.  Përrée,  lycée  Condorcet. 

M.  H.  Chkkonnet,  i'-cole  Monge,  a  rc^solu  la  même  question. 

Remarque.  —  Le  discriminant  de  l'équation  complète  du  troisième  degré 

A.c3  +  3Ba;»  +  3C.x  +  D  =  0 
est  le  même  que  celui  des  deux  polj'nomes 

Aa;^  +  2Ba;  +  C  et  Bx'' 4- 2Ca; -h  D 

c'est-à-dire  (AD  -  BC)»  -  4(AG  -  B*)(BD  -  C*) 

(voir  par  exemple,  Cours  d'algèbre  par  B.  Niewenglowski,  tome  II,  p.  39o). 
Le  discriminant  de  l'équation  en  a, 

a"  —  3rt'a;'^  -f-  'Soxi/  —  y-  —  0 

est  égal  à  {x^'y  —  y*)»  ou  7j'-{x^  —  y)''. 

Ce  discriminant  est  donc  positif,  à  moins  de  supposer  y  =  0  ou  y  —  .r';  ilans  ces  deux  cas, 
l'équation  a  une  racine  double. 

Lorsque  y  =  0,  l'équation  se  réduit  à 

«»  -  3a*a;»  =  0; 

elle  a  une  racine  double  a  =  0,  et  une  racine  simple  a  —  3x*. 
Si  y  =  x^,  l'équation  se  réduit  à 

«■'  -  3a'x'  -+■  'iax'  -  a:"  =  0, 
et  par  suite  se  met  sous  la  forme 

(a  -  j;»)S  ^  0; 
a:'  est  alor3  racine  triple. 
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60.  —  lue  boutt'ille  en  fer  tiiitnit'  d'un  robinet  contient  un  gaz  liquéfié  ;  on  en  laisse  échapper  par  ébul- 
lition  un  poids  p.  On  demande  : 

/"  De  calculer  le  volume  V  occupé  par  le  (jaz  sorti  sous  la  pression  H  el  à  la  température  1",  dg  étant  sa 
densité  à  0"  et  à  "(iO  ; 

2^  D'exprimer  le  poids  m  de  gaz  formé  tant  à  r intérieur  quh  icxtérieur  de  la  bouteille  ;  on  désignera  par 
ilv  et  di  les  poids  spécifiques  du  gaz  et  du  liquide  dans  les  conditions  où  ils  se  trouvent  dans  le  récipient  ; 

:i^  Quelle  sera  la  température  finale  x  de  l'appareil,  son  équivalent  en  eau  étant  P,  sa  température 
initiale  [,  si  l'on  suppose  qu'il  n'emprunte  pas  de  chaleur  au  milieu  ambiant  et  si  l'on  représente  par  1  la 
chaleur  latente  de  vaporisation  dans  le^  conditions  de  l'expérience. 

p  =  Oo^-'S    P  =  ir6^',      H  =--  754">"',     l  =  15°,      ]  =  OO-^'^',      d,  =  i  ,43,     d,  =  4,2:5 1,     d,.  =  0,0044. 

a,  poids  du  litre  d'air  à  0  et  760  =  ie'-,2i>3. 


(Ecole  centrale,  1890,  1"  session.) 


H  1 

1"  La  formule  comme  p  =  Y  .  dg  .  1,293  — — 


700      1  +  a^ 


douue  immédiatement  V  =  ^  ^93^^  ^    '  -^  (^  +  ^0  =^  23''',9. 

2°  Soit  Pi  le  poids  du  gaz  formé  à  l'intérieur  du  récipient;  on  aura 

w  =  P  +  i^i  • 
Or  p,  —  Vid/ii,    Vi  désignant  le  volume  primitivement  occupé  par  p  à  l'intérieur  du  récipient 
«,  lo  poids  du  litre  d'air  à  /°,  pression  H,  D'ailleurs 

p  H         1 

^1  =  ^  '         ai  ^  a  — J--  -; ; 

*       d  7b0  1  +  ar 

P  .>  H  1 

do°c  ^'  =  rf;  ^'  •  ^  Tdô  •  VTVt 

p        II      \ 

et  i>^  =  p  +  :rd,.a— 


di  760     1  +  7.1 

d..       H         1 


1  +  a 


6oe'-,243. 


d,     760  1  -H  a/_ 

3°  Le  poids  (o  de  gaz  a  absorbé  eu  se  vaporisant  co/  calories  et  le  récipient  a  perdu  P(/  —  x)  calories. 
On  aura  par  suite,  en  supposant  que  l'appareil  n'emprunte  pas  de  chaleur  au  milieu  ambiant, 

co/  ^  V{t  -  œ), 

Vt    —    Oil  C.)/ 

d'oîi  x  = =  t  -  y, 

ce  qui  donne  pour  /  =  lo"    /  =  OO'''',  P  =-  1258^ 

X  ^^  -  32". 


.M.  E<J    llus!*oN,  au  lycée  de  Nancy,  a  envoyé  une  bonne  solution. 


(E  JossiNET,  lycée  de  Troyes. 
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CONCOURS  DE   1891    (Suite). 


ECOLE   CENTRALE 


Deuxième  session. 

Géométrie  analytique. 
120.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  cercle  C  passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  a  pour 

coordonnées  x  —  —  ~,  y  —  —  y-  Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  longueur  cl,  passant  par  l'origine. 

D'un  point  de  l'axe  des  x,  dont  l'abscisse  est  j),  on  mène  des  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes.  Cela 
étant  : 

l"  On  demande  l'équation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  aux  cordes  soit  dans 
un  rapport  donné  X  avec  le  produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes  et  le  lieu  des 
centres  des  coniques  représentées  par  l'équation  A  lorsque  X  varie; 

2°  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation  A. 

3"  Le  rapport  X  étant  choisi  de  façon  que  la  conique  A  devienne  un  cercle,  on  demande  de  trouver  le  lieu 

rf- 
du  centre  de  ce  cercle  lorsque  le  centre  du  cercle  G  décrit  l'hyperbole  a;2  +  nxy  —  —  • 


(0  octobre,  de  7  h.  1/2  à  II  h.  I  i\ 


Calcul  trigonamétrique. 


Soient  a,  b,  c  les  côtés   d'an  triangle,  R.  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  a,  |3,  y  les  hauteurs  qui  correspon- 
dent aux  côtés  a,  b,  c. 


On  donne  les  rapports 

supposant  l'angle  A  aigu, 
c 


R 


1 ,543678, 4 


1,234376,  et  on  demande  de  calculer  les  rapports  ^-j  -»  7)  -» 

^^         H    a    b    c 


Résultats 


R 


=  1,999876, 


0,8i2o38, 


^  =  1,230558, 


i  =0,484118. 
c 


(9  octobre,  de  2  h.  lia  i  h.) 


Epure. 

INTERSECTION  DE   DEUX  CONES  DE  RÉVOLUTION 


121.  —  (Ju  donne  deux  cônes  de  révolution.  Les  deux  axes  {oz,  o'z')  et  {«d,  m'C)  sont  de  front,  inclinés  i 
45°  sur  le  plan  horizontal  et  perpoudicuhiires  entre  eux.  Le  plan  de  front  qui  les 
contient  est  à  0'", Il  en  avant  du  plan  vertical.  La  cote  du  sommet  (0,  d)  est  de 
0"Sll;  celle  du  sommet  (oj,  uî)  est  de  0'",0S;  la  distance  qm  est  de  0"'.0r>;  le  milieu 
de  o(.)  est  à  égale  dislance  des  grands  côtés  du  cadre;  le  demi-angle  au  sommet 
de  chacun  des  cônes  est  de  45". 

On  demaiulo  do  rcprcsouter  par  ses  projection?,  ses  contours  apparents  et 
leur  ligne  d'mterseclion,  l'easemble  des  deux  cônes  terminés  dune  part  au  plan 
horizontal  do  projection  et  d'autre  part  au  plan  horizontal  dont  la  cote  est  0'",I7. 

On  n'indiquera  à  l'cncro  rouge  que  les  conslruolious  nécessaires  pour  déter- 
miner un  poiut  (luolconcjuo  de  l'intersection  des  deux  cônes  et  la  tangente  on 
ce  point,  un  point  iiuclconquc  do  chacune  dos  sections  planes  qui  limitent  les 
cônes  et  les  tangentes  qw  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre  à  0'".-2l  du 
petit  côté  inférieur. 

Titre  extérieur  :   INTERSECTION   DE   CONES.  —  Titre  intérieur  :  Assemblace 

DE  CONES. 

Ce  litre, on  lollres  ilc8siii(?cs,  est  de  riijiioiir.  lo  cadro  a  0"',A5siir  0",87. 

on  exposera  siieciiu'lcnicnl.  sur  une  fi'iiilloà  pari,  le  proiédi^  suivi  pour  chacune  des d«.Horminalions  prArédenles. 

(W  octobre,  (le  7  h.  l/i  <i  II  k.  l/i.) 


n' 

• 
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/'//i/.v )'(/»('  (7  cliiiiiif. 

I.  —  La  récipient  do  capacité  invariable  renferme  l^«  d'air  soc  à  0";  cet  air  s'y  trouve  sous  la  pression 
de  0"',7l'»0de  mercure.  On  y  refoule  2''8,3I3  de  gaz  oxygène  sec  et  Ti^KjCS?  de  gaz  azote  sec,  puis  on  élève  à  lOO*» 
la  température  du  récipient. 

Oa  demande  la  pression  tinalo  dans  cet  appareil  connaissant:  le  poids  d'un  litre  d'air  à  O*^  elU"',700:  le',293; 
la  densité  de  l'oxygène  :  i,l05G;  la  densité  de  l'azole  :  0,97"2;  le  coellicient  de  dilatation  des  gaz  :  0,00307. 

II.  —  Énoncer  très  sommairement  les  principes  du  fonctionnement  de  la  machine  électrique  à  plateau 
de  verre,  dite  machine  de  Hamsden. 

m.  —  Los  hydracides;  leurs  préparations. 

Comment  établit-on,  par  analyse,  leur  composition? 

(10  octobre,  de  1  h.  4/2  (\  /,  h.  IJS.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


122.  —  Etant  donnés  un  polynôme  entier  en  x,  f{x),  et  un  polynôme  entier  cf,(x)  premier  avec  sa 
dérivée  t''{x),  trouver  tous  les  i)olynomos  entiers  V{x)  tels  que 

f{x)  +  P  (x)f'(.c) 
soit  divisible  par  <f{x). 

Si  le  degré  de  cp(x)  est  égal  à  m,  montrer  que    l'eu  peut  déterminer  F{x)  de  degré    ?«  — 1     par 
exemple,  sans  résoudre  l'équation    <p(x)  —  0. 

*  123.  —  Par  un  point  donné,  on  mène  des  droites  parallèles  à  un  système  de  deux  diamètres 
conjugués  variables  d'une  conique  C;  démontrer  que  la  droite  joignant  les  milieux  des  cordes  inter- 
ceptées sur  une  seconde  conique  C  passe  par  un  point  fixe. 

RiPERT. 

124.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  H  conju- 
guées à  ce  triangle.  Trouver  le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  conique 
fixe  C  et  aux  hyperboles  H,  ainsi  que  l'enveloppe  des  cordes  communes  à  ces  coniques. 

(E.  BÉTA.NcouRT,  collège  Stanislas.) 

125.  —  1°  Trouver  l'enveloppe  d'une  série  d'ellipses  concentriques  ayant  les  mêmes  directions 
d'axes  et  pour  lesquelles  la  somme  des  axes  est  constante. 

"2°  Trouver  la  développée  de  cette  enveloppe. 

(A.    IIUGRON.) 

126.  —  La  normale  à  une  ellipse  en  un  de  ses  points  M  rencontre  la  développée  de  l'ellipse  en 
quatre  points  autres  que  son  i)oiut  de  contact  avec  la  développée.  Prouver  que  les  tangentes  en  ces 
points  sont  concourantes  et  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 

(E.  DupoRCt),  école  Monge.) 

Eruatlm.  —  Les  questions  n"  11!  à  114  ne  doivent  pas  être  précédées  d'astérisques. 


U  Rcdacleur-Gérant  :    II.  VUIBERT, 


2«  Année.  N^  3.  Décembre  1891, 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (Concours  de  1891). 


Mathématiques  spéciales. 

105.  —  Élunl  donnés  un  triangle  ABC  el  deux  points  V  et  Q  situés  dans  son  plan,  on  considère  les 
coniques  S  qui  touchent  le  côté  CA  en  A  et  passent  par  les  points  'P  et  Q;  on  considère  de  même  les  coniques 
S'  qui  louchent  le  côté  CB  cnB  et  passent  par  les  points  P  el  Q. 

1°  Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  d'une  conique  S  avec  les  droites  GP  et  CQ;  M'  et  N'  les  points 
d'intersection  d'une  conique  S'  avec  les  mêmes  droites.  Démontrer  que  la  droite  'bi'S  passe  par  un  point  fixe 
Al  et  la  droite  M'N'  par  un  point  fixe  B,,  quand  les  coniques  S  et  S'  varient. 

2'^  En  substituant  le  triangle  CAjBi  au  triangle  CAB  dans  lu  définition  des  deux  séries  de  coniques,  en 
obtiendra  deux  nouveaux  points  Aj,  Bj  et  ainsi  de  suite;  trouver  l'équation  de  la  droite  A„B„  et  chercher  sa 
position  limite  quand  n  devient  infini. 

5°  On  suppose  que  les  coniques  S  et  S'  varient  de  manière  que  les  deuxièmes  tangentes  menées  du  point 
C  à  ces  courbes  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  GP  et  GQ;  trouver,  dans  celte  hypothèse, 
le  lieu  du  point  d'intersection  des  polaires  d'un  point  donné  H  par  rapport  à  ces  coniques. 

4"  Lorsque  les  coniques  S  et  S'  varient  en  restant  tangentes,  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  GPQ.  Soient  respectivement  x  ==  0,  y  =  0,  z  =  0 
les  équations  des  côtes  GP,  GQ,  PQ.  Désignons  par  Xq,  y^,  ^o  les  coordonnées  du  point  A  et  par 
^i»  Vi-)  -1  colles  du  point  B.  Les  équations  des  droites  GA,  GB  sont  alors  respectivement 

ar//i  —  yx,  =  0.  (GB) 

De  môme,  les  équations  des  droites  PA,  PB  sont 

xz-^  -  zx^  —  0,  (PA) 

xz,  -  zx,  =  0,  (PB) 

et  celles  des  droites  QA,  QB  sont  yz^  —  zy^^  —  0,  (QA) 

yz,  -  zy,  ^  0.  (QB) 

L'é([uation  générale  îles  coniques  S  qui  touchent  le  côté  GA  en  A  et  passent  par  les  points  P  et  (J 
Cbt  alors 

H'T^l/o  -  Z/-^o)=  +  (•'•"o  -  -•ro)(//=o  -  =.'/o)  =  0,  (!) 

et  l'équation  générale  des  coniques  S'  qui  touchent  le  côté  GB  on  B  et  passent  parles  points  P  et  (J  est 

1°  Soit  ux  +  vy  -H  «'3  =  0 

ré(iuation  de  la  droite  MN.  Il  existe  deux  nomhres  p  et  o  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(.r^o  -  3a'o)(!/-o  -  3.yo)  -♦-  M-^'l/o  -  !/'^o)  -+-  f-("t-'  +  '"!/  -+-  ""-)  ^  «'*"y- 
Eu  égalant  dans  les  deux  membres  les  coelîicients  do  j/5,  x-,  -*,  ou  oblicul  les  trois  cquatious 

—   ^©•'0    —    ^'^O   "^    f^'    ~^   "» 

-  yo'o  -«-  ^^0  +  f"  '^  0» 
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Ou  déduit  do  \h 


=  0 


a-oj/o  0     IV 

ou  afo«  -i-  //o^  +  2soW  =  0.  (3) 

Cette  é([uaUon  moutro  que  la  droite  (u,  v,  iv)  passe  par  un  poiut  lixc,  le  poiut  A,,  de  cooivlouncc3 
{Xq,  ^0.  2-o)-  ^'^  point  se  trouve  évidemment  sur  la  droite  (lA.  De  plus,  si  l'on  appelle  D  le  point  de 
reucontro  de  PQ  avec  C'.A,  les  quatre  points  C,  A,,  A,  D  forment  une  division  harmonique.  En  effet,  si 
l'on  ilésii;^ne  par  j"o,  i/„,  zZq  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  CA,  le  rapport 
aidiarmoui([ue  de  quatre  points  de  cette  tlroite  est  égal  au  rapport  unliarniouiquc  des  quatre  valeurs 
de  c.  Ici  CCS  quatre  valeurs  sont  oo ,  2,  1,  0;  ces  nombres  forment  bien  une  proportion  harmonique. 

De  même,  la  droite  M'N'  passe  par  un  point  lixc  Bi  de  la  droite  GB  dont  les  coordonnées  sont 
af,,  iji,  23i  et  qui  est  conjugué  harmonique  du  point  dintersection  E  de  PQ  et  de  CB  par  rapport  aux 
deux  points  C  et  B. 

2"  Si  nous  remplaçons  le  triangle  CAB  par  le  triangle  CAiB,,  cela  revient  à  remplacer  respectivement 
z^ei  3,  pari^oSlâ:?,.  On  a  ainsi  deux  nouveaux  points  A.^  et  B^,  de  coordonnées a^o,  yo«  '^^^o  et  Xi,  y^,  l'^z^. 
Et  ainsi  de  suite.  Les  coordonnées  des  points  A„  et  B„  sont  x^,  i/o,  2"vo  d'une  part,  et  x,,  ?/,,  2"z, 
d'autre  part.  L'équation  de  la  droite  A„B„  est  alors 


X 


i 

y 

-o 

X 

y 

^^ 

Uo 

2".^o 

^2" 

•2"0 

?/o 

-^0 

!/i 

2"c., 

a-, 

yi 

^l 

0. 


On  voit  que  cette  droite  passe  constamment  par  le  point  F  d'intersection  de  la  droite  AB  et  de  la 
droite  PQ.  Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  l'équation  se  réduit  à 

X      ij       0 

•^0      ^0      -^0       ^^  ^• 
Xi      Vi      -1 

La  droite  passe  alors  par  le  point  G;  c'est  donc  la  droite  GF. 

Si  nous  appelons  A_|,  B_i  les  points  d'oîi  l'on  déduirait  A,  B  de  la  même  façon  qu'on  déduit  A^, 
Bi  de  A,  B,  on  a  pour  l'équation  de  la  droilc  A_iB_i 


0. 


L'équation  de  la  droite  A_„B-,.  est 


X 

y 

Xo 

yo 

Xi 

î/i 

X 

y 

Xo 

î/o 

Xi 

yi 

=  0, 


et  lorsque  /(  augmente  imléliniment,  cette  droite  tend  aussi  vers  une  position  limite.  L'équation  de  la 
droite  limite  est   z  =  Q:   c'est  la  droite  PQ. 

3"  L'équalion  quadratique  des  tangentes  issues  du  point  G  à  l'une  quelconque  des  coniques  S 

l)eul  s'écrire 

4fix,  y,  0)AO,  0,1)  -  ,T/.^  +  y/;)Lo,e^o,.=.  =  <^' 
eu  appelant  f  le  premier  membre  de  l'équation  de  S,  c'est-à-dire 

-  ixoVo^^y  -+-  [^(^^0  -  ypo)  -  So{xyo  -*-  y-^o)Y  ^  o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  remarquant  que  œyo  —  yx^  doit  se  trouver  en  facteur, 

(./•(/o  -  yx^\{l  -  Zo)^xy,  -  (À  -H  ZoYyxo]  =  0. 
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ou 


L'équation  de  la  seconde  tangente  issue  de  C  à  la  conique  S  est  donc 

(l  -  zj^y,x  -  (À  +  :-o)^Xoy  =  0.  (4) 

Celle  de  la  seconde  tangente  issue  île  C  à  la  conique  S'  est 

{['■  -  ^ifiii^  -  (:-'•  +  -■lY'^iy  ^  0-  (o) 

Pour  que  ces  deux  droites  soient  conjuguées  par  rapport  à  CP  et  CQ,  il  faut  et  il  suffit  que 

(>'  -  "o)'//o  ,  (y-  -  -i)'.yi  _  M 


(6) 


("a  -h  ^o) 

'^0 

(1..  +  .^ 
IX  -  Z-i 

<J.  +  .-, 

A  — 
1  + 

"» 

'^- 

-'0 

On  a  ainsi  deux  relations,  et  il  faut  que  l'une  d'elles  soit  vérifiée  pour  ([ue  les  coniques  S  et  S' 
considérées  satisfassent  aux  conditions  de  l'énoncé.  Il  faut  XqUiI/^Xi  <  0,  c'est-à-dire  que  CA,  CB  ne 
soient  pas  dans  le  même  angle  par  rapport  à  CP,  CQ. 

Cela  étant,  prenons  deux  coniques  S  et  S'  satisfaisant  à  l'équation  (0)  et  considérons  un  point  fixe 
H  (a,  p,  y).  L'équation  de  la  polaire  de  H  par  rapport  à  S  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A  +  àB  -:  0.  (7) 

L'équation  de  la  polaire  de  H  par  rapport  à  S'  peut  se  mettre  sous  la  forme 

C  +  y.l)  =  U,  (8) 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  linéaires  de  œ,  y,  z  qui  ne  dépendent  pas  de  X,  v..  Le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  polaires  s'obtient  en  éliminant  1,  y.  entre  (G),  (7),  (8).  On  obtient  ainsi 

A  +  .^„B 


/     x,y,   C  +  z^T) 


A  -  r-oB 

Le  lieu  se  compose,  comme  ou  voit,  de  deux  coniques.  Chacune  de  ces  coniques  passe  par  les 
points  (A.  --  0,  B  —  0),  (C  —  0,  D  =^  0).  Le  premier  de  ces  points  est  le  point  de  rencontre  des  polaires 
de  H  par  rapport  aux  angles  PAQ,  CDP,  c'est  le  point  lixe  par  où  passent  les  polaires  «.le  H  par  rapport 
aux  coniques  S;  le  second  point  est  le  point  fixe  par  où  passent  les  polaires  de  H  par  rapport  aux  coniques 
S'.  Cbacune  de  ces  coniques  passe  également  par  le  point  de  rencontre  des  droites  A  ■+-  z^S  —  0, 
(1  +  ;;iD  —  0;  ces  droites  Dq,  D,  sont  les  polaiies  de  H  par  rapport  aux  coniques  S  et  S'  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  z,,,  ^t  des  paramètres  X,  a;  ces  coniques,  comme  ou  le  vérifie  facilement,  sont 
tangentes  en  Q  à  la  droite  CQ.  Enfin  le  (luatiicme  point  commun  aux  deux  ooniiiuos  est  le  point 
d'inlerscclion  des  polaires  Aq,  A,  do  H  i)ar  rapport  aux  couiciues  S  et  S'  ([ui  sont  tangentes  on  P  à  la 
droite  CP.  Nous  voyons  ainsi  (juc  !)„,  A,  forment  un  système  île  sécantes  communes  aux  deux  coniques, 
do  m'ime  A„,  Dj.  linlin  à  cliai[ue  point  coniniun  aux  eoniiiues,  les  tangentes  aux  deux  i-oni([ues  sont 
conjuguées  harmoniques  par  ra[)[)ort  h  celles  des  droites  Dq,  D,,  Aq,  A,  qui  passent  i)ar  oe  point. 

4"  Soient  {x,  y,  z)  les  coordonnées  d'un  point  do  contact  de  deux  coniques  S  et  S'  correspondant 
aux  paramètres  X,  17..  On  a  d'abord 

/  =  {xz^,  -  zXo){ySa  -  :i/o)  +  >3(.ri/„  -  j/.r.,)  =  0, 
f^{xzi  —  3a;,)(j/8,  -  =//,)  -H  <iz{xyi  -  y.i\)      0. 
Ecrivons  ensuite  que  les  polaires   du   point  [)ar  rapport  aux  deux  coniques  coïncident.  Il  suilit 

d'écrire  k  =  U 

3,///-o  -  3.'/o)  ■+■  ^3.Vo       ?o(«'o  -  3a?o)  -  X3.r., 


uu 


3i(î/3,  -  3y,)  -♦-  :*:y,         Z^{XZ^  -  J.r,^  -  ;i.3.r, 


l'J  \ 
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Eu  remplaçaut  daus  celle  équation  l  el  •/.  i>ai'  leurs  valeurs  lirées  des  deux  premières  ou  oblieut, 
eu  chassant  la  solution   -3  —  0. 


!/^c 


'■!/»   -o('r.Vo  —  //-To)  -  Voi^^o  —  ---fo)       3:^0  -  zx,,   z^(xi/o  —  yx^)  ■+-  Xo(yZo  -  zy,,) 


y^i-'yi    ^i{ocyi- yxi)  -  yiixZi- zxi)       xz^-zx^   z^ixyi- y.Vi)-hXi{yZi- zy^) 


ou 


/'''o'/i    y~'o       -^.Vo  '''^0  —  •^'^0 


Le  lieu  se  compose  de  deux  coniques  qui  passent  par  les  points  P,  Q,  A,  13.  En  chacun  de  ces  points, 
au  point  A  par  exemple,  les  tangentes  aux  deux  coniques  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  droites  AP,  AQ  ;  de  môme  au  point  P  les  tangentes  sont  conjuguées  par  rapport  aux  droites  PA,  PB. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Ou  peut  d'abord  démoutrer  ainsi  la  première  partie. 

Si  l'on  considère  le  quadrilatère  MNPQ  inscrit  dans  la  conique  S,  la  transversale  CA  détermine 
sur  la  conique  S  et  sur  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  une  involution  dont  A  et  C  sont  évidemment 
les  points  doubles.  Par  suite  le  point  A,  d'intersection  de  MN  et  de  CA,  est  conjugué  de  D  par  rapport 
aux  points  C,  A;  la  droite  MX  passe  donc  par  un  point  fixe  que  nous  savons  déterminer. 

Faisons  une  projection  qui  amène  les  points  Pet  Q  aux  points  circulaires  à  l'intiui  Les  coniques 
S  et  S'  deviennent  alors  des  cercles. 

1"  Considérons  un  des  cercles  S;  les  droites  CP,  CQ  forment  ici  le  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour 
centre  le  point  C,  el  la  droite  MN  est  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  S.  Cet  axe  raiical  passe 
évidemment  par  le  milieu  A,  de  CA,  c'est-à-dire  par  le  conjugué  harmonique  du  point  d'intersection  de 
CA  et  de  PQ  par  rapport  à  C,  A.  De  môme  on  a  un  point  Bj  au  milieu  de  CB.  La  droite  A^Bj  qui  joint 
les  milieux  des  côtés  CA,  CB  est  parallèle  à  AB,  c'est-à-dire  passe  par  le  point  d'intersection  F  de  AB 
et  de  PQ  et  est  conjuguée  de  PQ  par  rapport  à  AB  et  FC. 

2°  Le  point  A,  est  le  milieu  de  AA,,  le  point  A,  le  milieu  de  AA^,  et  ainsi  de  suite.  Les  droites 
AjBi,  A,B, ,...  sont  toutes  parallèles  à  AB  et  tendent  vers  une  position  limite,  la  parallèle  à  AB  menée 
par  le  point  C. 

3"  Démontrons  d'abord  que  la  polaire  d'un  point  fixe  H  par  rapport  à  tous  les  cercles  S,  passe  par 
u:i  point  fixe.  Soient  A  la  polaire  de  H  par  rapport  à  un  cercle  S  de  centre  w,    K  le  point  d'intersection 

TT  de  A  avec  la  perpendiculaire  h  AH  menée  par  le  point  A,  I  le  point 
d'intersection  de  A  et  de  wH.  Le  quadrilatère  AHIK  est  inscriptible, 
et  comme  wA^  =:  o)I.wH,  la  droite  wA  est  tangente  au  cercle  cir- 
conscrit à  ce  quadrilatère,  et  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  CA. 
D'autre  part,  l'angle  HAK  étant  droit,  le  centre  est  aussi  sur  HK  ; 
il  est  donc  au  point  d'intersection  R  de  HK  cl  de  CA  ;  autremenl 
dit.  le  point  K  est  sur  la  parallèle  à  CA  menée  à  la  même  distance 
de  CA  que  le  point  H:  il  est  donc  fixe. 

Cela  étant,   soit  de  môme   Kj    le  point  fixe  par  oîi  passent  les 
polaires  de  H  par  rapport  aux  cercles  S'.  Considérons  deux  cercles  S 
et  S' tels  que  les  deuxièmes  tangentes  CT,  CT,  menées  de  C  soient 
conjuguées  par  ra]>port  à  CP,  (]Q,  c'est-à-dire  soient  rectangulaires. 
Si  nous  prenons  pour  sens  positif  de  rotation  autour  du  ]ioint  C  le  sens  qui  amène   CA  vers  CB  par 

le  plus  petit  angle  possible,  l'angle   de   CT    avec   CT,    peut   être   égal   soil   à    -+-  -i 


soit   à    — 
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Si  l'on  appelle  oj,  co^  les  centres  des  cercles  considérés,  on  a  dans  tous  les  cas,  en  grandeur  et  en  signe, 

(ACB;  +  (ACT,)-fACT) 


(coCcoi)  =  (ACa>i)— (ACo.)=' 


(ACB)  +  (TCTi) 
2 


c-i 


Qte 


L'angle  tuCtoi  est  donc  constant  et  égal  soit  à 


C 


- ,     soit  à    i,  -  -.• 
4  2       4 


Cela  va  nous  montrer 


que  le  lieu  se  décompose. 

Pour  avoir  un  point  du  lieu,  nous  menons  une 
droite  quelconque  A  par  K,  nous  menons  par  H 
une  perpendiculaire  à  cotte  droite  qui  rencontre  la 
perpendiculaire  à  GA  en  A  au  point  w.  Nous  menons 

par  G  une  droite  Ccoj  telle  que  (coCo,)  =  -  -^  'l. 

Nous  tirons  Hoj,  et  nous  abaissons  de  K^  la  per- 
pendiculaire Ai  sur  Htoj.  Cette  droite  détermine 
avec  A  un  point  du  lieu.  Or  lorsque  A  varie,  la  droite 
Hco  perpendiculaire  à  A  forme  un  faisceau  eu  invo- 
lution  avec  le  faisceau  A,  la  droite  Cco  forme  un 
faisceau  homographiqao  avec  le  faisceau  Hw,  la 
droite  Cwi  un  faisceau  homographique  avec  Cw 
(d'après  une  propriété  connue),  la  droite  Hoj  un 
faisceau  homographique  avec  Cii)|  et  enfui  la  droite 
Al  perpendiculaire  sur  H(0[  un  faisceau  en  involu- 
tion  avec  Hw,.  Par  suite  la  droite  Aj  forme  un  fais- 
ceau homographique  avec  le  faisceau  A.  Il  eu 
résulte  que  le  lieu  du  point  d'intersection  de  A  et  de  ^^  est  une  conique  passant  par  les  sommets  K, 

K.  des  deux  faisceaux.  Ou  a  une  deuxième  coniciue  en  prenant  ^  —  r  au  lieu  ilo  -^  4-  7  • 


4°  Considérons  deux  cercles  S  et  S'  tani;ents  entre  eux  en  M  et  soient  o,  (o,  leurs  centres.  Menons 

les  droites   Mcxo,,  mX,  0,1^   MA,   MH.    On  a,  dans  le  cas  diHa  liizure. 

C  4-  SLVC  4  MBC  4-  AMB  =  :2r. 
D'autre  part, 

AMB  :^  r  -  '^M\  -  iJTmT?  -  ^   -  ^"^T  -+-  -^  -  ^'Si 

ou  AMB  ^  ^\C.  -h  MUTT 


On  a  donc 


AMB  =  T.-^' 


Le  point  M  se  (ronvt^  donc  sur  la  rirconféronco  passant  par  A,  B, 
et  segment  capable  de  l'angle  r  -    .  .  Soit  0  cetle  circonférence.  Si  l'on  prolonge  CA,  CB  jusqu'en 
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A  ,  B'.  l'arc  A'H'  doit  ôtio  i'j:al  à  l'arc  AB  ;  par  suite  le  ceniro  0  est  sur  une  des  bissectrices  de  l'angle 

Ai:H;ilest  en  même  temiis  sur  la  perpendiculaire  élevée  au 
milieu  de  AB.  • —  Il  y  a  uni;  autre  circonférence  ([ue  nous  aurions 
obtenue  en  partant  d'une  autre  position  de  M;  sou  centre  0, 
est  sur  l'autre  bissectrice  de  l'angle  ACB.  — La  circonféreuj;e 
circonscrite  au  triangle  ABC  passe  par  le  point  O  puisque 
ACB  =  AOB.  et  aussi  par  0,,  et  comme  l'angle  OGOj  est  droit, 
il  en  résulte  que  l'angle  OAO,  est  droit;  donc  les  deux  circonfé- 
rences dont  se  compose  le  lieu  sont  orthogonales.  —  En  reve- 
nant au  problème  primitif,  nous  voyons  que  le  lieu  se  com- 
pose tle  deux  coniques  passant  par  les  points  A,  B,  P,  Q,  et 
les  tangentes  à  ces  deux  coniques  au  point  A  par  exemple  sont  conjuguées  par  rapport  aux  droites 
AP,  AQ.  — Si  l'on  considère  les  rayons  doubles  de  l'involutiou  déterminée  par  les  couples  de  layons 
C.\,  CB;  CP,  CQ,  lespoles  de  la  droite  PQ  par  rapport  à  ces  deux  coniques  sont  sur  ces  rayons  doubles, 
ce  qui  détermine  complètement  ces  coniques. 
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le  quatrième  sommet  w  du  rectangle  construit,  sur  (jo,  Gtoi.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  CAB  passe 

comme  nous  l'avons  vu  par  les  points  G,  0,  0,  et  par  suite  aussi  par  w,  et  de  plus  Cw  en  est  un  diamètre. 

11  en  résulte  que  wA  est  perpendiculaire  sur  GA  et  de  même  coB  sur  GB.   Gonsidérons  une  splière 

décrite  de  m  comme  centre  avec  un  rayon  quelconque  et  un  des  points  de  cette  sphère  qui  se  projette 

orthogonaleinent  sur  le  plan  de  la  figure  en  w.  Soient  A',  B'  les"  points  de  la  sphère  dont  la  projection 

stéréographique  de  centre  û  est  A,  B.  Les  cercles  S  peuvent  être  considérés  comme  les  projections 

sléréographiques  de  petits  cercles  de  la  sphère  tous  tangents  entre  eux  en  A,  la  tangente  étant  une 

certaine  droite  D  parallèle  au  plan  de  la  figure  et  dont  la  projection  est  GA.  De  même  les  cercles  S' 

sont  les  projections  stéréographiques  de  petits  cercles  de  la  sphère  tous  tangents  en  B'  à  une  certaine 

droite    D'   parallèle  au  plan  de  la  figure.  Étant  donnés  deux  cercles  S,  S'    tangents  en  M,  projection 

sléréographi({ue   do   M',  leur  tangente  commune   en  M'  dans  l'espace  est  une  droite  qui  rencontre 

évidemment  les  droites  D  et  D'.  Le  lieu  du  point  M  ce  composant  de  deux  cercles,  il  en  résulte  que 

le  lieu  du  point  de  contact  d'une  droite  tangente  à  la  sphère  et  rencontrant  deux  tangentes  D,  D' 

à  cette  sphère  se  compose  de  deux  petits  cercles  de  cette  sphère  orthogonaux  entre  eux  et  passant  par 

les  points  de  contact  des  tangentes  D,  D'. 

E.  Gahtan 
(Élève  sortant  de  l'École  normale  supérieure,  reçu  le  premier 
à  l'Agrégation  des  sciences  maluématiques.'—  1891.) 

Autres  solutions  :  MM.  Rech  Camille  (Nancy);  Ernest  Duporcq  (École  Monge);  Henri  (Louis-le- 
Grand);  A.  Ai.ayrac  (Saint-Louis). 

Pour  trouver  la  (jualricme  j)arlie,  après  avoir  transformé  liomographiquement,  M.  E.  Duporcq  transforme 
de  nouveau  par  inversion,  en  prenant  pour  pôle  le  point  de  contact  A  de  l'un  des  cercles  '•>  sur  CA  ;  on  a  alors 
à  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  droites  parallèles  à  GA  avec  des  cercles  tangents  entre  eux  en  un 
point  fixe  3,  inverse  de  B.  Ce  lieu  se  compose  évidemment  de  deux  droites  orthogonales  fixes  passant  par  [:. 
Donc  le  lieu  des  points  de  contact  des  cercles  considérés  se  compose  de  deux  cercles  orthogonaux  passant 
par  A  el  B. 


(•)  L'énoncé  et  une  solution  de   M.   .\.   Tfiesse   sont  insérés  dans  le  numéro  du  15  novembre  1891  du  Journal  de 
malhémati'iuei  élemenlairef. 
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108.  —  0/1  donne  deux  axes  7'ec tan f/ula ires  Ox,  Oy,  et,  sur  Vaxe  des  x,  un  point  A  dont  l'abscisse  est  a. 
On  considère  le  faisceau  des  ellipses  pour  lesquelles  le  point  0  est  un  sommet  d'axe  non  focal  et  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  menée  par  le  point  A  une  dire  -triée. 

I.  —  Démontrer  que  la  condition  nécasaire  et  suffisante  pour  que  deuc  ellipses  du  faisceau  considéré 
passent  par  unpoint  donni  P  est  que  ce  point  soit  à  l'intérieur  du  cercle  qui  a  le  point  0  pour  centre  et  OA 
pour  rayon. 

II.  —  Démontrer  que  ce  cercle  a  un  double  contact,  réel  ou  imaginaire,  avec  chacune  des  ellipses  du 
faisaau. 

III.  —  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé  un  point  P  : 

4°  Pour  qu'une  seule  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double 
contact  réel  ; 

2"  Pour  que  chacune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  pa-^sent  par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double 
cmtact  réel  ; 

3'^  Pour  qu'aucune  des  deux  ellipses  du  faisceau,  qui  passent  par  ce  point  nait  avec  le  cercle  un  double 
contact  réel. 

IV.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  le  point  0  à  toutes  les  ellipses  du  faisceau. 

L'é,[uation  d'une  ellipse  ayant  son  centre  sur  l'axe  Oy,  le  grand  axe  étant  parallèle  à  Ox,  est  de 

la  forme 

x^       {y  -  À)* 

X  étant  l'ordonnée  du  centre  et  en  même  temps,  au  signe  près,  la  longueur  du  demi  petit  axe. 

La  distance  de  la  directrice  au  centre  est  égale  à  :;  on  doit  donc  poser 

\/u^  —  À- 

u^  =  ay/w»  —  l\ 

La  courbe  no  peut  être  réelle  qu'autant  que   À-   sera  inférieur  à  u*  ;   nous  pouvons  donc  poser 

"k  =  u  sin  (p,     ce  qui  donne    u  =:  a  cos  cp    et  par  suite     '/.  -^  a  siu  ©  cos  ç.     L'équation   de   l'ellipse 

devient  ainsi 

x'^  sin-  !f  +  y-  —  ^ay  sin  a  cos  cp  =-  0 

ou,  en  posant  tgo  --  ;/, 

[xU--  +  (I  +  <jr)y  -  ^a'iy  =  0.  (1) 

Telle  est  l'é  juation  générale  des  ellipses  satisfaisant  aux  conditions  données. 

L(;  foyer  correspondant  à  la  directrice  donnée  a  pour  coordonnées  j/  —  À,  x  =  v^***  —  ^*»  C(Mjiii 
donne  u*  —  x-  +  y'^  —  ax;  donc  les  foyers  réels  des  ellipses  considérées  décrivent  le  cercle  construit 
sur  OA  comme  diambtro  et  le  cercle  symétri(jue  par  rapporta  0//. 

L  —  Remarquons  d'abord  que  si  tx  :-  0,  l'équalion  i)récédeute  se  réduit  ;\  //'  ^  0  et  repré- 
sente une  droite  (loul)le.  Laissant  ce  cas  particulier  do  côté,  iKMis  voyons  que  lo  ctinique  représentée 
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par  réiiuation  (I)  coupe  l'axe  des  //  à  l'origine  et  au  point  ayant  pour  ordonnée   ^j '■ — ^;    donc  pour 

que  l'équation  (I)  représente  une  ellipse  réelle,  il  faut  et  il  suffît  (jue  la  valeur  attribuée  au  paramètre 
UL  soit  réello  et  dillereuto  de  zéro. 

Soit  P(x,,  y^)   un  point  donné  ;  pour  que  l'ellipse  (1)  passe  par  le  point  P  il  faut  et  il  suffît  que  a 
soit  l'une  des  racines  de  réijuation 

î/-(a;ï  +  y])  -  ^a'j.yi  +  y\  =0.  (2) 

Donc  il  passe  deux  ellipses  du  faisceau  par  tout  point  P  du  plan.  Pour  que  ces  ellipses  soient 
réelles,  il  faut  et  il  suffît  que  les  racines  de  l'équation  (•2)  soient  réelles,  ce  qui  exige 

inid'  -  A  -  i/D  >  ^■ 

Nous  supposons  j/,  ^f  0  ,  sans  cjuoi  la  conique  se  réduirait,  comme  nous  l'avons  vu,  à  une 
droite  double;  la  condition  de  réalité  est  donc 

A  +  yl  -  a'  <0, 

ce  qui  exprime  que  le  point  P  doit  être  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre   0  et  de  rayon   OA. 

Si  le  point  P  est  sur  ce  cercle,  les  deux  ellipses  se  confoudcul  en  une  seule,  qui  est  réelle  et  cor- 

rosponda  ^  =  -^^--^.--. 

II.  —  L'éijualion  (I)  peut  s'écrire  évidemment  sous  cette  forme  : 

IJ.^-  (x^  +  y-  -  a^)  +  (y  -  ov.)'  =  0,  (3; 

ce  qui  prouve  que  les  ellipses  du  faisceau  sont  bitangentes  au  cercle  OA,  la  corde  des  contacts  ayant 
pour  équation  y   —  a'j.. 

Si  les  racines  de  l'équation  {^2)  sont  réelles,  elles  ont  toutes  deux  le  signe  de  î/i,  car  leur  produit  est 
positif  et  leur  somme  a  le  signe  de  y,;  quanl  on  change  i\  en  —y^,  elles  changent  de  signe  sans 
chanixer  de  valeur;  or,  à  deux  valeurs  de  a  égales  et  de  signes  contraires  correspondent  deux  coniques 
du  faisceau,  symétiiques  par  rapport  à  Ox.  Il  en  résulte  que,  pour  étudier  ces  coniques,  il  suffit  de 
supposer  le  point  P  d'un  côté  déterminé  de  Ox;  par  exemple,  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées, 
y,  >  0  ,     et,  par  suite,     ;/.  >  0  . 

III.  —  Cela  posé,  la  droite  représentée  par  y  —  «a  (y.  >  0),  coupe  le  cercle  OA  en  deux  points 
réels  quand  [j.  est  inférieur  à  1,  lui  est  tangente  si  [j.  =  \  ,  et  le  coupe  en  des  points  imaginaires  si  a 
est  plus  grand  que  \ .  Si  l'on  remplace  u.  par  zéro  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  on  obtient 
un  résultat  positif  (en  supposant    y,  >  0  );     en  substituant  -+-  1,  on  trouve 

x'i  -+-  2//2  -  2ay,  . 

Désignons  ce  résultat  par  E  et  construisons  l'ellipse  qui  a  pour  équation 

X"-  +  <2u'  -  2ay  -^  0.  (E) 

C'est  une  ellipse  du  faisceau;  elle  touche  le  cercle  OA  au  point  B  (  x  —  0  ,  y  ~  a)  et  a  pour 
centre  le  milieu  de  OB;  son  petit  axe  a  donc  pour  longueur  a,  et  son  grand  axe  a  pour  longueur  fi\/2. 

Cela  étant,  si  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  cette  ellipse,  on  a  E  <  0,  comme  on  s'en  assure 
aisément.  Donc  dans  ce  cas  l'une  des  racines  de  l'équation  (2)  est  plus  petite  que  1,  l'autre  est  supé- 
rieure à  1;  une  seule  des   ellipses  du  faisceau  a  un  contact  réel,  l'autre  a  un  contact  imaginaire. 
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Si   l'on  compare  les  deux  ellipses  représentées  par  les  équations 

x^  +  2?/2  —  2ay  =  0, 

l^-^x^  +  (1+  |v.2jj/2  -  2a;7.3/  =  0, 

on  voit  que  les  points  communs  à   ces  deux  courbes  sont  sur  le  faisceau  de  droites  représenté  par 

l'équalion 

(;7.  +  l)î/'^  —  2aaj/  =  0, 

qui  se  décompose  en     ?/  =  0  ,   ou  l'axe  des  x,  et 


y 


<j.  +  1 


Si  l'on  suppose     [j.  >  1  ,  on  a 


zau. 


>  a;   donc  les  deux  ellipses  n'ont  d'autre  point  réel  commun 


que  le  point  0,  l'ellipse  (y.)  est  intérieure  à  l'ellipse  (E);  au  contraire  si  l'on  suppose  y.  <  1,  ces  deux 
courbes  ont  deux  points  communs  réels  autres  que  le  point  0. 

Si  le  point  P  vient  se  placer  sur  l'ellipse  E,  en  P'  par  exemple,  l'une  des  racines  de  l'équation  (2) 

est  égale  à  1,  la  seconde,  égale  à   ■  ^         .,  ,  est  plus  petite  que  l'unité  ;  les  deux  ellipses,  dont  l'une  est 

*i  +  ^r 

alors  précisément  l'ellipse  (E),  ont  donc  toutes  les  deux  des  contacts  réels  avec  le  cercle  OA  (fig.  1) 

y 


Fig.'l. 


Fig.  S. 


Supposons  le  point  P  à  l'cxlérieur  de  l'ellipse  (E),  mais  toujours  à  l'intérieur  du  cercle  OA,  en  P" 
par  exemple  (',%.  2),  le  résultat  do  la  substitution  do  -4-  1  est  positif;  mais  le  produit  des  racines  est 
inférieur  à  1,  donc  les  deux  racines  sont  toutes  tleux  plus  petites  que  l'unité,  et  par  suite  les  deux 
ellipses  ont  des  contacts  réels  avec  le  cercle  OA,  et  coupent  tontes  deux  eu  deux  points  réels 
l'ellipse  (E). 

Quand  le  point  P  vient  sur  le  cercle  OA,  les  ileux  ellipses  se  réduisent  à  une  seule  ayant  évidem- 
nuMil,  deux  points  do  contact  réels  avec  le  cercle  OA,  parce  que  ces  points  sont  alors  confondus  avec 
le  point  P  et   avec  son  symétricjue  par  i apport  à  Oi/. 
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Euliu  si  le  point  P  est  extérieur  au  cercle  OA,  les  ellipses  sout  imagiuaires  et  par  suite  les  points 

de  conlact  sont  aussi  imaginaires. 

Eu  résumé  (j'kj.  3),  les  points  correspondant 
à  un  seul  contact  réel,  sont  à  l'intérieur  des 
ellipses  symétriques  E,  E,  (hachures  verti- 
cales); les  points  correspondant  à  deux  con- 
lacts  réels  sont  entre  ces  ellipses  et  le  cercle  OA 
etsur  ces  courbes;  les  points  situes  à  l'extérieur 
(lu  cercle  OA  correspondent  à  des  contacts  ima- 
ginaires. Les  points  situés  sur  l'axe  des  x  don- 
nent une  droite  double;  on  peut  dire  qu'ils 
correspondent  à  des  contacts  réels. 

IV.  —  Les  pieds  des  normales  à  l'une  des 
ellipses  (1),  menées  par  Torigine,  sont  à  l'inter- 
section de  cette  ellipse  et  de  l'hyperbole  repré- 
sentée par  réqualion 

xf'i  -  yK  ^-  0, 
ce  qui  donne,  après  simplifications, 

x{ij  —  ait.)  =  0.  (4) 

On  a  donc  à  éliminer  [j.  entre   les  équations 

y 

0  ,   c'est-à-dire  Taxe  des  y,  puis,  en  remplaçant  dans  (1)  a  par    -  » 


Fi(j.  3. 
fl)  et  (4).  On  trouve  d'abord    x 


ifix""  -h  If  -  a^)  =  0, 
ce  qui  donne  le  cercle  OA,  puisque  les  coniques  sont  tangentes  à  ce  cercle,  et  enfin  l'axe  des  x,  qui 
correspond  à   a  =  0  ,   c'est-à-dire  aux  coniques  réduites  à  une  droite  double  confondue  avecOa;.  Tous 
ces  résultats  sout  évidents  a  priori. 

Onl  résolu  la  question  :  MM.  Bourriemne;  Oaltier  'Bordeaux):  Geneix-Chabasier  (Marseille);  A.  Gérard  (lycée  Saint-Louis);  R.  Lévy '.lanson 
de  Sailly);  Piédanna  (Jansoii  de  Sailly)  ;  Vazou  'professeur  au  collège  de  Falaise). 


31.  —  Le  volume  d'un  cône  de  révolution 'circonscrit  à  une  sphère,  limité  par  une  section  elliptique 
doni  h'  plan  est  tangent  à  la  sphère,  est  égal  à  

k  i'tanl  indépendant  du  plan  de  base,  et  p  étant  le  demi-périmètre  du  triangle  section  principale  du  cône. 
Kn  déduire  le  cône  minimum  circonscrit  à  une  sphère,  ou  à  un  ellipsoïde. 

Soit  SAA'  le  plan  perpendiculaire  au  plan  sécant  et  passant  par  l'axe 
d'un  cône  de  révolution,  circonscrit  à  la  sphère  0.  SA  et  SA'  sont  les 
génératrices  situées  dans  ce  plan  sécant,  AA'  la  trace  du  plan  de  la 
section  elliptique  sur  le  plan  SAA';  enfin  soient  T,  T',  F  les  points  de 
contact  de  ces  droites  avec  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  SAA'.  Posons 

FA  =  œ,        FA'  =  y  . 
Si  l'on  désigne  par  2a  et  26  les  axes  de  la  section  elliptique  : 
X  +  y  —  'ia,  X  —  a  —  c,  y  =  a  +  c, 

c  étant  égal  à  y/a»  —  6";  d'où  6*  =  xy. 

Si  l'on  désigne  par  V  le  volume  du  cône  et  par^  sa  hauteur, 

3V  ^  T.abh. 
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Soient  2p  le  périmètre  du  triangle  SA.V,  r  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  7.  le  demi-angle  d'ouverture 
du  cône.  Or,  puisque    AA'  —  2a,     la  surface  du  triangle  SAA'  est  égale  à  ah,  donc 

ah  =  pr; 

par  suite  3  V  =  T..pr\/xy  . 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  G  les  trois  côtés  du  triangle  SAA' :     AA'  =  A,     SA'  ==  B,     SA  =:  G,     on  a 

xy={p  -  B)(p  -  Gj  =  ^-^(j^-^rX)  ^  ^''^f^X=^  P'*  ^^'•' 


donc  3V  =  T.r  \/r  ig  y..\/p^. 

Le  volume  est  minimum,  quand/)  est  minimum,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  SAA'est  équilatéral; 

alors   c.  =  30°,    tg  a  =^  — ,     p  =  3r\/3     el  par  suite,  le  volume  minimum  a  pour  expression      3-r\ 

Étant  donné  rellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  (a,  b,  c),  à  un  cône  circonscrit  à  cet  ellipsoïde 
correspond  un  côoe  circonscrit  à  la  sphère  de  rayon  1,  et  le  rapport  des  deux  volumes  est  constant  et 
égal  à  abc;  on  en  conclut  que  le  minimum  du  volume  du  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  est  égal  à 

'Av..  abc. 


111.  —Si  les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABG  sont  des  nombî'cs  entiers  et  c/ite'R.  r.  Ta,  r^.  r,.,  p,  S  désignent 
respectivement  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  rayons  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  eocimcrits,  le  demi- 
périmètre  et  la  surface  du  triangle,  chacune  des  expressions 

SH4R^  +  20Rr  -  2r'^  -  p^j  -  r»(4R  -1-  r)» 
et  S^[4R''  -  20Rr„  -  ^li  -  (p  -  a)'^]  +  r^(4R  -  r,)' 

est  nulle  ou  égale  à  un  carré  parfait. 

En  substituant  à  S,  R,  etc.  leurs  valeurs  en  fonction  des  côtés,  on  arrive  à  voir  que  ces  deux 
expressions  sont  respectivement  identiques  à 

1  1 

y  (6  -  c)\c  -  aY{a  -  by  et  à  -  (b  -  ry{a  +  cY{a  -f-  b)\ 

4  4 

ce  qui  démontre  la  question;  le  calcul  étant  fort  long,  je  crois  devoir  donner  une  méthode  indirecte 
mais  courte. 

Je  remarque  que  l'équation 

X3  -  2/)X^  -t-  {p-'  +  /•B)X  -  4RS  r^  0,  (I) 

où  j'ai  posé  0  =  4R  4-  ?•,  a  pour  racines  les  trois  côtés  du  triangle  ABG,  car  l'on  a 

a  +  6  +  c  =  2p;  p-  +  ro  —  />c  +  ca  ■+■  ab;  VRS  =  abc. 

Le  dernier  terme  de  l'éciuation  aux  carrés  des  diiïérences  de  l'équation  (I)  es( 

-  4[S'-'(4R'^  +  20 Hr  -  2/--  -  />-)  -  r"'o\l  ; 

mais  puisque  h^s  racines  de  cette  éciualion  sont  a.  b,  c,  le  ilornior  terme  de  celte  é([uatioi  aux  carrés 
des  dill'éreuces  est  évidemment  aussi 

-{b  -  cY{c  -  ay\a  -  b)\ 
d'oîi  résulte  ce  qui  était  à  démontrer. 

La  seconde  partie  se  démontrerait  d'une  façon  tout  h  fait  analogue  en  partant  di'  {équation 

X»  +  2(/)  -  a)X''  -f-  [(/)  -  aY  -  r.,8,lX  -  4RS  =:  0, 
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où  j'ai  posé  Ofl  ~  4K  —  fa  et  (jui  a  pour  racines  a,  —  6,  —  c; 

mais  cette  seconde  partie  se  déduit  inimédiatoinent  de  la  première  en  appliquant  le  théorème  général 
suivant  : 

Si  l'on  II  ifxe  identité  entre  les  éléments  d'un  triangle,  on  en  déduira  immédiatement  une  autre  identité 
en  changeant  dans  la  première  respectirement  a,  b,  c,  A,  B,  G,  S  en  a,  —  b,  —  c,  —  A,  180  —  B> 
180  -  C,  -  S. 

Remarquons  à  propos  de  ce  Ihcorèrae  général  qucla  seconde  identitépeut  n'être,  quelquefois,  que 
la  reproduction  de  la  première  :  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  les  formules 

abc 

a^  —  b-  +  c-  —  2/»c  cos  A  :         — — -  =  -: — r-  —  -. — -,  etc. 

siu  A       sin  B       sin  L 

Nous  avons  vu  que  l'on  a  l'identité 

1 

SH4R-  +  '20\{r  -  2/-^  -  p-)  -  r^o»  ^  j  {b  -  cy{c  -  aY(a  -  bY; 

4 

-^       abc                   a  +  6  +  c  p 

ot  nous  savons  que  K=— ;         p=  ^ ;         r  =  -• 

Si  nous  faisons  dans  l'identité  le  changement  que  nous  venons  d'indiquer,     R.yj,  r,  o     deviennent 

respectivement 

-  R,       -  (p  -  a),      r,„       —  oa, 
et  l'on  a 

S»(4R^  -  20Rr<,  -  2r„'  -  {p  -  a)']  +  rX  =\ib-  cy{a  +  6)^(a  +  c)\ 

ce  qui  était  à  démontrer. 

Nous  signalons  le  théorème  sur  lequel  nous  venons  de  nous  appuyer  comme  utile,  fécond  et 
souvent  très  suggestif;  ainsi,  par  exemple,  les  identités  : 

a[p  -  ay  4-  b(p  -  by  +  c(p  -  cy  =  2S(2R  -  r), 

a'  +  63  +  c'  =  2pfp«  +  6Rr  -  3/-o], 
a^ip  -  ay  +  bHp  -by  -h  c^(j)  -  cy  =  Apr^Z{K  -  r), 

a        6        c       2o 

— I 1 —  =  -  » 

r,,       rb       n       p 

a  colg  A  +  6  colg  B  +  c  cotg  C  =  2{R  -+■  r), 
etc.,  etc. 
donnent  respectivement  par  ce  changement  : 

up'  —  b{p  —  cy  -  dp  -  by  =  2S(2R  -h  r„), 

rt3  _  63  _  c3  =  2(p  -  a)[  -  (/j  —  ay  -  3;-,À,  +  CR;-,], 

a-p'  -  bHp  -  cy  -  c^  (p  -  by  =  ^p  -  a)rX{B.  +  ï-„\ 

abc  2o„ 

— I 1 —  =  ' 

r       fr        ri,       p  —  a 

—  a  cotg  A  +  6  cotg  B  +  c  cotg  C  —  2(/'„  —  R), 

etc.,  etc. 

identités  qu'il  n'eût  pas  été  commode  de  deviner,  ni  si  simple  d'établir  autrement. 

Nous  engageons  les  lecteurs  à  chercher  la  démonstration  de  ce  théorème. 

!•].  Lemoine. 
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112.  —  En  conservant  les  mêmes  notations,  démontrer  que 

2:a^(a  -b)(a  -  c)(a  +  b  -  2c)(a  +  c  -  2b)  =  16S*(R  -  2r)% 
et  que  si  dans  le  premier  membre  développé,  on  change    b  en  —  b,    c  en  —  c,    on  trouve  pour  résultat 
16S*(R  +  2r„)^ 

Posant    b  —  c  =  1,     c  —  a  —  [j.,    a  —  b  =  v,     et  appelant  I  le   premier  membre  de  l'équation  à 
démontrer,  on  a  successivement  : 

I  =^  —  Xa^[/v(X  —  v)(|7.  —  X)  =  —  'La'^]JM{h]j.  —  a^  —  ;j.v  +  vX) 
=  -  Xy.v2:a«(y.  -  X  +  v)  +  Sa'aS'' 
=  2X}xvIa*X  +  SoV^'. 
Mais  2a»X  =  I^a^b  -  c)  =  -  {b  -  c){c  -  a)ia  -  b)  ; 

on  a  donc  I  =  -  2(6  -  cY(c  -  aY{a  -  by  +  2a*(a  -  by{a  -  c)\ 

Cherchons  la  valeur  de  I,'i^{a  —  b}\a  —  c)*; 

pour  cela  calculons  d'abord  Ila(a  —  b){a  —  c),  qui  peut  s'écrire  successivement 

la»  -  ^a\b  +  c)  +  3a6c, 
la»  -  y:a\b  +  c  +  a  -  a)  4-  12RS, 
2i:a»  -  2/jSa^  +  impr; 
mais  il  est  facile  d'établir  que  la^  —  2[p*  —  /-(IR  +  r)], 

2:a'  =  2p[i[>*  -  ORr  -  3/-^]  ; 
donc  enfin  2a(à  —  6)(a  —  c)  =  4S(R  —  2y). 

Gela  fait,  élevons  au  carré  les  deux  membres  de  cette  identité;  il  vient 
[a{a  -  b)(a  -  c)  +  6(6  -  c)(6  -  a)  +  c{c  -  a){c  -  b)y  =  So^a  -  6)-(a  -  c)»  +  2'^6  -  c)(c  -  a){a  -  6)i:6c(6  -  c)  ; 
mais  26c(6  —  c)  =  —  (6  —  c){c  —  a)(a  —  6); 

donc  }ji'{a  -  by{a  -  c)*  =  16S^(R  -  2r)*  +  2(6  -  cY(c  -  ay{a  -  6)*. 

Substituant  dans  la  dernière  valeur  de  I,  on  a 

I  =  10S*(R  -  2r)^ 

Appliquons  maintenant  le  théorème  général  que  nous  avons  énoncé  dans  la  précédente  question, 
c'est-à-dire  que  dans  l'identité 

la-'ia  -  b){a  -  c){a  ^-  6  -  2c)(a  +  c  -  26)  r^  1()S»(U  -  -Iry 
nous  allons  remplacera,  6,  c,  S,  R,  /•,  etc.,  respectivement  par  a,  —6,  —c,  —  S,  —  H,  /•„,  etc;  ou  auiu 
aHa  -h  b){a  +  c){a  -  6  +  2c')(rt  -  c  +  26)  +  6^(6  -  c)(6  +  fl)(6  -f  c  +  2a)(6  -  a  -  2c) 
+  c'(6  -  c){c  +  a)(  -  c  +  rt  +  26)(  +  c  \- b  +  2a)  =:  1GS«(R  -h  2/-..)». 

c.  Q.  K.  P. 

Cette  expression  n'est  pas  symétrique  et  il  no  serait  pas  aisé  de  la  iléinontror  (.lirccttMuout  autrement 
(jue  par  une  interminable  vérification;  ou  pourrait  encore  suivre  j)as  à  pas  notre  précodoute  démon- 
stration après  avoir  pris  les  notations 

X  ^  —  6  +  c,  <j.      —  c  —  a,  V  =  a  -f-  6  ; 

mais  l'on  n'aurait  aucune  raison  de  les  choisir  si  l'on  n'était  pas  guidé  par  noire  (hoorème  3ur  le 
changement  do      a,  b,  c,      etc.,  en      n,  —  6,  — c,  etc. 

L'emploi  des  formules  symétriques  que  nous  avons  données  eu  grand  nombre  dans  notre  mémoire 
présenté  au  Congrès  de  Limoges  (18î)0)  île  V Association  française  pour  l'avancement  des  sciences,  nous 
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parait  si  utile  dans  la  tlémoustialiou  tlo  beavicoup  do  l'onnulos  (jiii  paraissent  au  premier  abord 
d"uuo  exlrènu' i"oniplicalion,  ([ue  nous  croyons  intéressant  aussi  avec  leur  aide,  d'indiquer  une  autre 
démonstration. 

Un  a  :    \-  ï,u*[a  -  b){a  —  c){2p  —  'Sb)['lp  —  Sc) 

=  ï'j-(a  -  b){a  —  c)[4/>-  —  i)p[b  +  c)  +  %c] 

=  •i/)^lM-(a  —  b){a  —  c)  —  i)pla'{a  —  b){a  —  c){b  -h  c)  +  \libcl'i{a  —  b){a  —  c) 

=  4/)*X  «"(.a  —  6)(a  —  v)  —  iSpï.a\a  —  b)ia  —  c){2p  —  a)  +  3{j[{rp}^a{a  —  b)(a  —  c) 

=  iypl'i^a  -  b)(a  -  c)  -  Sp-'}i,a-'{a  -  b){a  -  c)  +  :m\rpï:a(a  -  b){a  -  c). 

Nous  avons  déjà  vu  (jue  ï'j(a  —  b){a  —  c)  —  tS^H  —  '2r); 

on  trouvera  de  même  }:la-{a  —  b){a  —  c)  —  ir'^o'^  —  3/j'^), 

—  —  ïa-^(a  -  b){a  -  c)  =  lOSr[(R  +  no  -  p^]  ; 

en  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

1=  lGS-^(R-2r)^ 

E.    I.KMOINE. 


113.  —  Soil  d  le  point  oi(  le  cercle  des  neuf  pointu  du  Iriancjle  ABC  touche  le  cercle  inscrit,  d'  le  point 
oh  la  tanyente  menée  par  d  au  cercle  inscrit  touche  l'ellipse  inscrite  au  triangle  et  dont  le  centre  est  le  centre 
de  (jrarité  du  triangle  (ellipse  inscrite  de  Steiner).  Démontrer  que  l'on  a 

1  (b  -  c)fc  -  a)(a  -  b)  _  (b  -  ci(c  -  a)(a  -  b) 

"       ^  a'^  4-  b-  +  C''  —  bc  —  ca  —  ab  2(p'^  —  iJro) 

(o  désignant  4R  +  r)  et  que  si  2a  =  b  +  c,   cette  tangente  est  parallèle  à  ]iC,  distante  de  A  du  tiers  de  la 

hiutcur  partant  de  A  et  alors  dd'  -  -  (c  —  b). 

On  sait  (voir  par  exemple  Xouv.  Ann.  de  Math.,  1880,  p.  1:2:2)  que  les  dislancis  de  d  aux  trois  côtés 
BC,  CA,  AB  sont  proportionnelles  respectivement  à 

,  (6  -  c)»  ,    (c  -  aY  .         .(a-  bY 

(^,  _a)î____L,  ^p-h)^j—,  (p-c)'—^ 

et  que  (voir  Journ.  de  Math.  eiém.  de  M.  de  Lougcliamps,  1880,  p.  19i)  les  distances  de  d'  à  ces  trois 
mômes  côtés  sont  proportionnelles  à 

(b  -  cY  (c  -  aY  (a  -  bY 

abc 

On  en  déduit  facilement  que  les  vraies  distances  de  (/  et  de  d'  aux  trois  côtés  sont  : 

(6  -  cY  1 

pourr/:  (^,  _  a) -— -  .^^^^-^^ ,  etc. 

l)0ur  f/   :  ^ • :r— >     etc., 

'  a        p'  -  M 

1 
après  avoir  démontré  que  2(R  —  2;-)  =:  ^-  l(/j  —  a){b  —  c)'-  » 

p«  _  :jrZ  -=  m  2(6  —  cY' 
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Gela  posé,  on  sait  (voir  par  exemple  le  Journ.  de  Math,  éléin.,  1889,  p.  loOj   que  si   /,  m,  n;  /', 
m'y  n'  sont  les  distances  de  deux  points  d  et  d'  aux  trois  côlés  BG,  CA.,  AB  d'un  triangle  ABC,  on  a 

dd'^  =  —  -  )L,a(m'  —  m){n'  —  n). 

On  trouve  alors  au  moyen  des  valeurs  précédentes 

,      (6  -  c)(c  -  a){a  -  b)   b  -  c 
^-^^    Mp-^.-3rd)iR-^2r)-^r    (^  +  ^^  "  2«) 

et  les  valeurs  analogues  pour    m'  —  m,    n'  —  n,     d'où 

Nous  venons  de  voir  que  la  quantité  sous  le  signe  2  est   16S-(R  —  dr)'-;   on  a  donc  en  lin 

—2  ^  (/;  -  cj-(c  -  a>\a  -  b)- 
^p^  -  3r5)2 

ou,  extrayant  la  racine  et  supposant  a  >  b  >  c, 


(b  -  c){c  -  a){a  -  b) 
^'^  -  ^2ip-^  -  3rS; ' 

que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme  —   "'  » 

/.-  +  1^.-  +  V- 

si  l'on  appelle  X,  p.,  v  les  valeurs  absolues  des  dillerences  des  côlés. 

Dans  le  cas  où  l'on  a   2a  =  6  +  o  (nous  ne  faisons  plus  l'hypothèse   a  >  6  >  c-),   le  numérateur 

dedrf'Mevient    — —, —  ;  le  dénominateur, ; ■:  donc 

10  4 

dW  ^  ±l{b  -  c). 
o 

Mais  on  a  alors   l  —  l'  =  0,   donc  dd'  est  parallèle  à  BC  ; 

1     

on  trouve  /  =  -  \/S{3b  —  c}{dc  —  b)  » 

et  si  l'on  appelle  lu  la  hauteur  partant  de  A, 

I     

ha  —  T  \/'3{3b  —  c){3c  —  b); 

•Jr 

12 
donc  l  =  -ha. 

o 


KtMAU(,îi;K.  —  Si  l'on  appelle  </„  lo  point  oii  le  cercle  exinsciit  tangent  au  côté  BC  et  au  prolougemcnt 
des  deux  autres  touche  le  cercle  de  Feuerhach,  et  d',  le  point  ou  la  tangente  menée  en  d.,  à  ce  cercle 
exinscrit  touche  l'ellipse  maxima  inscrite,  on  aura 

,    ^b  —  c){c  ■+-  u)(a  +  b) 

'  "'  "  '^    2[(/)-a)«-+-3r,.5.,J  ' 
Ou  a  du  reste 

2[(;j  -  a)-  +  'S>\fia]  -{b  -  c)-  -t-  (c  -h  a)-  +  [a  +  bj*  =  2[a»  +  b*  +  c'  +  ab  +  ac  -  bc. 

E.    I.KMOI^E. 
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-^  0. 


127.  —  Piouvor  (juo  la  conditiou  uccossairc  et  sullisauto  pour  que  la  forme  Jji([uadratitiuc 

f{x,  y)  ^  AoO;'  +  4A,a;'y  -h  GA^a;*!/*  -f-  ^h-^xtf  -\-  A^y^ 
soit  la  somme  des  (jualrièmes  puissances  de  deux  formes  liuéaires,  est  la  suivante  : 

Aq  ■'^1  A,^ 
A,  A,  A3 
A,        A3        A, 

C'est  aussi  la  condition  pour  que  le  faisceau  f{x,  y)  -■  0  soiL  harmonique.  Montrer  directement 
que  les  deux  questions  se  ramènent  l'une  à  l'autre. 

128.  —  On  considère  le  cercle  F  inscrit  et  le  cercle  C  circonscrit  à  un  triangle;  il  existe  une  infinité 

d'autres  triangles  T  inscrits  dans  le  cercle  0  el  circonscrits  au  cercle  V  ;  trouver  le  lieu  du  centre  et 

j'enveloppe  du  cercle  autopolaire  par  rapport  à  un  triangle  T;  montrer  que  ce  cercle  est  vu  de  deux 

points  fixes  sous  des  angles  constants. 

(A.  Durand.) 

129. —  Ou  considère  deux  cercles  C,  Ciels  qu'il  existe  un  quadrilatère  inscrit  à  l'un  et  circonscrit 
à  l'autre  ;  trouver  le  lieu  du  ceulre  de  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  à  l'un  des  quadrilatères 
inscrit  à  l'un  des  cercles  et  circonscrit  à  l'autre. 


Ou  donne  une  conique  S,  un  point  fixe  0  sur  cette  courbe,  et  l'on  trace  des  circonférences  tangentes 
en  0  à  la  conique  S. 

1°  Trouver  le  lieu  gcométri(iue  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  la  conique  el  à 
chacune  des  circonférences. 

2°  Montrer  que  ce  lieu  se  décompose  en  un  système  de  droites  et  une  conique  S^  homofocale  à  la 
proposée;  discuter  et  construire  la  conique  Sj.  A  quelle  condition  peut-on  faire  passer  une  circonfé- 
rence par  tous  les  points  communs  aux  deux  courbes  S  et  S/? 

(Certificat  d'aptitude  à  renseignement  spécial,  1891,  2'  session.) 

On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  dout  l'axe OZ  est  vertical  et  situé  à  90"""  en  avant  du 
plan  vertical  de  projection;  le  collier,  dont  le  rayon  égale  20'""',  a  pour  cote  100""";  les  génératrices 
fout  un  angle  de  50"  avec  le  plan  horizontal  : 

1°  On  prend  sur  celte  surface  un  point  M,  situé  au-dessous  du  collier  etdont  l'éloignement  est  de 
IL^j"'"",  la  ligne  de  rappel  whi'  étant  placée  à  O"""  à  droite  du  point  0.  Construire  le  plan  P  tangent  en  M 
à  l'hypcrboloïdc,  et  la  sphère  S  qui  a  son  centre  sur  l'axe  OZ  et  est  tangente  on  M  au  plan  P. 

2"  Tracer  les  contours  apparents  d'un  cône  circonscrit  à  cette  sphère  suivant  le  petit  cercle  dont  le 
plan,  perpendiculaire  au  plan  vertical,  passe  par  le  point  M  et  par  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère. 

Expliquer  de  quelle  nature  est  l'intersection  de  ce  cône  et  de  l'hyperboloïde  et  quelle  particularité 
j)résente  la  projection  verticale  de  cette  intersection. 

(L'hyperboloïde  est  limité  au  plan  du  collier,  et  la  sphère  est  supposée  transparente.  —  Tracer  la 

ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille.) 

(Id.) 


Le  licdacleur-Gcranl  :    H.  VUIBERT. 
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NOTE  SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR 


M.  G.  Teixeira  a  fait  connaître  une  formule  intéressante  (voir  Nouvelles  Annales,  t.  V,  3°  série,  et  Curso 
de  Analyse  infinitésimal,  2«  édition,  p.  230j,  dont  la  démonstration  n'offre  aucune  difficulté  et  qui  comprend 
comme  cas  particulier  la  formule  de  Taylor.  Nous  croyions  être  utile  à  nos  lecteurs  en  leur  faisant  connaître 
le  théorème  dé  M.  Teixeira.  Voici  l'énoncé  : 

Soient  f(x),  F(x)  deux  fonctions  ayant  des  dérivées  f'(x),  f"(x),. . .  f"+\x),  F'(x),  F'(x), . . .  F"'+'(x), 
finies  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  ef  a  +  h.;  on  a 

f(a  +  h)  -  fia)  -  hf'(a)  -  |J  f"(a)  -  ...  -  ^'f'(a)  ^-^  f'+'(a)  +  •  •  •  +  ^  f"(ai  +  R,. 

F(a  +  h)  -  F(a)  -  hF'(a)  -  ^-^  F"(a)  -'---^  F''(a)        -^^^^^^  f''+.(a)  +  . . .  +  '-,F'"(a)  +  R;. 

où 

h"+'(l  -  0)"f"+Ha  +  Oh)  ^,        h'"+'(l  -  0)'"F"'+'(a  + Oh) 

1{„  =    ; 5  K^  =   j ,  0   <   0    <    1, 

n  !  m  ! 

en  supposant  que  le  dénominateur  du  second  membre  de  la  formule  (1)  soit  différent  de  zéro  pour  toutes  les 
valeurs  de  0  comprises  entre  0  et  1. 

Pour  établir  cette  proposition,  posons 

a  -h   h   =::  b, 
?(5)  =  f{z)  +  {b-  z)f(z)  +  ^Az_il!  /'"(,)  ^_  .  .  . 

cp,(^)  =  f{z)  +  (b-  z}fXz)  +  ^^-=^  /'"(=■)  +  .  . 

ot  pareillement  : 

.!.(.)  :=.  F(.-)  +  ib-  z)  F'(z)  +  ^^Ij^'  F"(.)  +  . . 


*,(z)  =  F(.-)  +  {b-  z)Y{z)  +  ^JL^  Y"{z) 


+  .  .  .    4- 


(6- 

n! 

1  K")^ 

(b- 
l 

,  '•'  /■'(-). 

(b- 

7?l 

)       ^   (")> 

{b- 
L- 

1^  F*(.-), 

en  supposant  n  >  /,     m  >  k. 

Désignons  par  P  le  premier  nionil)ro  do  la  fi)nnule  (1);  on  a  ôvidiMnnient 


Considérons  la  fonction         '\>{z)  in  ■:/{:■)  —  9,(«)  —  P['l»(5)  —  'l',((/)] 
(^t  a])i)liquons-lui  la  fornuih;  dos  accroissonionis  (luis 


>f(6)^.Ka)-f^J^_^^,.  ;.  (3) 
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dans  laquelle  0  désigne  un  nombre  compris  entre  0  et  1,  et  p  un  nombre  positif  arbitraire.  (Nous 
établirons  cette  formule  plus  loin.) 

Romaniuous  (juc   ■l{h)  --  0,    en  vertu  de  l'identité  (2);  ensuite,  ou  trouve  aisément 


ni 
en  outre,  si    z  —  a  -¥■  'ih.    on  a    b  —  z  —  h{l  —  0);    ilonc  la  formule  (IJ)  donne  immédiatement 

h'  • 

^-:  A'+Ha)  +  . . .  4- 

71 


0 


(/+!)! 


h"  r 

-  /■■■(")  -  p  [: 


f,k  ;  I  /.m 

,/  —ITT  ^'"'(«)  +  ...  +  —  F"'(a) 
(/t  +  1)  1  '^  nj  !       ^  ^ 


1 

H 

/J   L 
d'où  l'on  tire        P  = 


/,"*U\  -  0)"   '-''  /i'"+'(l  —  0)'"+'-'' 

^^ -^ /•"  +  '(«  +  0/0  -  1>. ^. -l F'"+Va  +  Oh) 

ni  m\ 

(/  -f-  1  )  !  '      ^  ^  /j  !  '    ^ 


/i*+' 


F*^H«)  + 


p.  M  ! 

/t"»^    ,  .      /r+'(1  -0)'"  '-PF"'+<(a  +  0/O 


(A;  4-  1)1  m!  j).m] 

Cette  formule  est  légitime,  on  s'en  assure  aisément,  si  les  deux  termes  de  la  fraction  précédente 
ne  s'annulent  pas  tous  deux  pour  aucune  valeur  de  0  comprise  entre  0  et  1.  En  supposant/)  =  1,  on 
obtient  la  formule  de  M.  Teixeira. 

Examinons  enfin  le  cas  ou  l'on  aurait  n  =  l,  m  =  k;  ce  qui  revient  à  supposer  cpi(z)  ^  <p(z)  et 
<^^(3)  ^  '!•(-);  alors  'l>{b)  —  0,  -lia)  :=  0  et  par  suite  pour  une  valeur  de  z  comprise  entre  a  et  6, 
soit  -  =  a  +  0/^     on  a     J/'(a  +  O/i)  =  0;     de  sorte  que 

R„ 


P     3= 


R 


l\a  +  h)-t[ci)-\i\a)-^^J\a)-.. 


h" 


1 


2!' 


/■"(«) 


ou 


Fia  +  /i)-F('rt)-n'>/-)  -  Jj*F"(«) 


A' 


m! 


F'»(a) 


—    lî   —    hn-m(\    _    Q\n-m' ^ /. 

R'         ?j!  ^  '      F'-'+Ua+e/i)' 


c'est  la  formule  donnée  par  M.  E.  Roche  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences,  février  i864). 

En  particulier,  si  l'on  pose  F(x-)  —  —  (b  —  x)p  et  m  —  0,  la  formule  précédente  devient,  en  rem- 
plaçant 01  par  1,  et  F'(a  -+-  0^)  pary>/iP-'(l  —  0)'-'  : 

na  +  /,)  -  /•(«)  -  (V'(a)-..  .-^/"(o)       ,„(,  _  „,„/.„,(„  ^  ,,) 


h" 


c'est-à-dire 


n\p.h^'-^{i  —  ô)''-* 


{a  +  //    -  /{a)  -  -/>-... -/",;    -=  ^^ ' ^ ^ -; 

1  n  !  P-7V. 


c'est  la  formule  de  Taylor.  Au  surplus  on  obtient  très  simplement  la  formule  de  Taylor  en  appliquant 
l'identité  (3)  à  la  fonction 

^(Z)  =  t\z)   -H   (/.   -   .-./'(f)    +  ^^^  A-)  +■■■--  ^-^-^  ^"(^'^' 

et  la  démonstration  sera  valable  si  la  fonction  /'(.r)  admet  des  dérivées  /"{x),  f"(x)  . . .  /'"^^{jc)  finies 
dans  l'intervalle  de  a  k  b. 

Il  nous  reste  à  établir  la  formule  (3).  Or,  si  dans  la  formule 
/{a  -h  h)  -  lia)       fia  -+-  Ô/t) 


0  <  0  <  1 , 


a  -f-  h  =  b 


on  posn 
on  a 


?(a  -h  h)  —  (p(a)       9'(a  -i-  O/i) 
f(x)^  —  (6  —  a;)'',        /;  désignant  un  nombre  positif  arbitraire, 
,p(a  +  h)  =  0,        ^{a)  =  -  A'',        c?'(-^)  ^  Pib  -  a^)''"^ 
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donc 


c'est-à-dire 


fia  +  h)  -  f\a)  _      f'{a  +  9/t) 
fia  +  h)~  fia) 


phP-\\  -  6)P-^ 
hf'{a  -f-  ^h) 


p.(l  -fi)P-^ 
Ea  remplaçant  fix)  par  '}(a;)  on  a  bien  la  formule  (3). 
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74.  —  Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation  co  =  p(i  +  l)(p  +  2). 

(École  des  Mines  de  Saint-Étienne,  concours  supplémentaire  de  1890.) 

Faisons  varier  p  de  —  oo  à  +  oc  et  étudions  la  variation  correspondante  de  w.  Prenant  la  dérivée,  on  a 

w.:  =  So'^  4-  Go  +  2, 

1  ... 

dont  les  racines  sont    —  1  ±  — ^  .  On  a  donc  le  tableau  de  variation  suivant  : 

v/3 


P 

—  00 

-2 

1          _                      1 

v/3 

v/3 

0 

-1-  00 

M 

-F- 

4- 

—                   — 

+ 

4- 

W 

— 00    croît 

0      croît 

2 

— -=        décroît    0     décroît 
3v/3 

2 
3v/3 

croît 

0 

croit 

H-  oc 

On  peut  avoir  la  tangente  en  un  point 
quelconque,  à  l'aide  de  la  formule 

to-  V  —  1    —   ^to' 

ce  qui  nous  montre  que   la    courbe  est 

2 

tangente  aux  droites  w  =  ±  — -> 

3v  3 

E.  BOURRIENNE,  à  ROUCD. 

Construction  analogue  par  M.  Mis-^jm,  cli-ve  uu  lyctS^de 
Nancv. 


81.  —  Trouver  te  lieu  des  centi-es  des 
hi/pcrbolcs  ayant  leurs  asj/mptotes  parallèles 
aux  axes  coordonnés,  passant  par  l'ori<fine 
et  tanç/entes  à  la  parabole  définie  par  rétjua- 
tion 

V     :^    X*    4-     I.  (1^ 

Soient  a,   p    les  coordonnées   du   contre  d'une  hyperbole  satisfaisant  aux  conditions  données: 

l'équation  do  cotte  hyperbole  sera 

XY  -  {i\  -  aY       0.  (3) 

Posons   X  :=  X,  Y  =  1  4-1/.    Los  é(iuations  (I)  cl  (2)  deviennent 
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XII  +  £r(l   -  p)  -  ai/  -  a  :r-  0.  (2)' 

L'équatiou  aux  abscisses  tics  points  d'inteisecliou  de  ces  deux  courbes  est 

a;'  -  acr*  +  x{\.  -  fi)  -  a  ::^  0.  (3) 

a 
Faisons  disparaître  le  terme  en  .t*  en  remplaçante  par  as  -h  -;  ou  obtient 

o 

/  a*\         2a'        a 

œ3  +  a:  (^i  -  (5  -  -]  -  ^  +  -  (l  -  Pj  -  a  =.  0. 

"En  exprimant  que  cette  équation  a  une  racine  double  et  en  posant  [3  =  1  +  ?/,   o.  —  x  ,  on  obtient 
l'équation  tlu  lieu.  Après  quelques  simplifications,  on  trouve 

Ax'  -  x\rf  -  18i/  -  Ti)  -  Af  ^  0.  (4) 

Résolvons  par  rapport  à  x'^  : 

8x»  =  y*  -  1%  -  27  ±  v/(^'  -  18y  -  27)»  +  ijUf. 

Si  l'on  chercbe  les  points  doubles  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4),  on  obtient  pour  les 

coordonnées  de  ces  points 

X  =  0  ,    y  =  0  et  œ*  =  27  ,    y  =  -  9  . 

Or  on  rcconuait  que        {y^  -  ISy  -  27)^  +  G4î/'  ==  (y  +  9)'  (y  +  1), 
de  sorte  que  8x»  =  y»  -  1%  -  27  ±  (y  -H  0)  \/  {y  +  i){y  +  9)  .  (o) 

Pour  que  a;*  soit  réel,  il  faut  que  y  vérifie  l'une  ou  l'autre  des  inégalités 

y<— 9    ou    y  >  —  i  . 
Si  l'on  suppose   y  >  0,  x^   est  réel;  le  produit  des  racines  de  l'équation  (ï),  bicarrée  en  x,  est 
né"-atif;  par  suite,  à  toute  valeur  positive  de  y  correspondent  deux  valeurs  de  x  réelles,  égales  et  de 
signes  contraires. 

Si  y  est  négatif,  le  produit  des  valeurs  de  a;*  est  positif;  la  somme  sera  positive  si  Ton  a 

j/2  -  18//  -  27  >  0 

ou  {y  -  i/){u  -  y")  >  ^'         _ 

en  posant  !/'  =  9  -  6/3,  y"  =  9  +  Gy/y. 

On  doit  donc  supposer  y  <  9  —  Gy/S  <  —  1. 

Par  suite  si  y  est  <  0,  pour  que  a;*  soit  réel,  on  doit  supposer  y<  —  9.  A  chaque  valeur  de  y 
inférieure  à  —  9  correspondent  quatre  valeurs  réelles  de  x,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  la  courbe  n'a  aucun  point  entre  la  parallèle  à  l'axe  des  x  ayant 
pour  équation  y  =  —  9  et  l'axe  des  x  (il  s'agit,  bien  entendu,  des  nouvelles  coordonnées). 

L'équation  (4)  montre  que  la  courbe  a  pour  asymptotes  les  droites  représentées  par  les  équations 

y  =  2x  -h  \,  y=  —  2x  +  l. 

De  plus,  l'axe  des  y  est  une  direction  asymptotique  avec  branches  paraboliques  du  côté  des  y 
négatifs. 

L'asymptote  représentée  par  la  ])rcmièrc  des  deux  équations  précédentes,  coupe  la  courbe  aux 

points  avant  pour  abscisses 

-  3  ±  2v/2. 

La  seconde  asymptote  la  coupe  aux  points  ayant  pour  abscisses 

3  qi  2v/2. 
L'ori'dne  est  un  point  de  rcbrousseincnt,  la  tangente  étant  l'axe  des  y,  puisque  l'ensemble  des 
termes  du  degré  le  plus  bas  se  réduit  à  27x". 

Il  est  facile,  d'après  cela,  de  construire  la  courbe  du  côté  des  y  positifs. 
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ou 


Occupons-nous  maintenant  des  branches  situées  du  côté  des  y  négatifs  par  rapport  à  la  droite 
ayant  pour  équation  y  =  —  9. 

Pour  cela,  remarquons  que  celte  droite  coupe  la  courbe  aux  points  donnes  par  l'équation  (o) 

8a;*  =  9*  +  18.9  -  27  =  8.27 
x-"  =  27. 
Transportons  l'origine  au  point  de  coordonnées  x  =  +  \JTl,    y  =  -  Q, 
Pour  cela,  dans  l'équation  (5)  posons 

X  =  ^^  +  x,         ^  =.  -  9  +  y. 

8(X^  +  2X  v/27  +  272_=  Y*  -  36Y  +  8.27  d=  Y  v/Y(Y  -  8) 
(8X2  +  |(3x  v/27  +  36Y  -  Y^)*  =.  Y^(Y  -8) 


Il  vient 


ou 


ou,  en  développant, 


(i6Xv/27  +  36Yf  +  . . .  =  0. 


La     courbe    présente    donc    un 
point  de  rebroussemeut  à  la  nou- 
velle origine  B,  la  tangente  en   ce 
point  ayant  pour  équation 
4X  v/27  +  9Y  =  0 
ou  4X  v/3  -f-  3Y  :=  0. 

La  valeur  absolue   du  coefficient 
-4v^8 


angulaire 


estplusgrande 


que  2.  L'asymptote  définie  par 
l'équation  i/  =  —  2x  +  1  est  cou- 
pée par  la  parallèle  à  l'axe  des  x 
y  =  —  9,  au  point  A  dont  l'abs- 
cisse est  égale  h  +  o.  On  a  CA  <  CB. 
Le  point  d'intersection  de  la  courbe 
et  de  l'asymptole  considérée  a  pour 
abscisse  3  -+-  2  v/2,  valeur  supé- 
rieure à  v/27.  Soit  BD  la  tangente 
en  B.  L'équation  de  cette  tangeuti', 
rapportée  aux  axes  mx,  o^y,  est 


//  +  i^ 


■iv/3/  _• 


.r  —  v/27  j  ; 


elle  coupe  l'asymptote  eu  un  point  D 
ayant  pour  abscisse  3  -+-  2  v/3;  lo 
point  d'intorsection  do  la  courbe  et 
do  l'asymptoto  est  donc  entre  H  et 
D,  H  étant  le  point  de  rencontre  de 
l'asYmplote  avec  la  parallèle  BB'  à 
0//.  On  peut  d'après  cela  construire 
la  courbe,  qui  a  la  forme  représentée 
ci -contre. 
La  courbe  étant  du  (lualriomo  degré  et  ayant  trois  points  doubles  cstuuicursale.  Ou  peut  lovcrilier 
eu  disposant  les  calculs  comme  dans  la  solution  suivante. 
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Skc.o.ndk  soi.rriON.  —  Soient  a  et  ,3  les  coordonnées  du  contre  do  l'hyperbole;  l'équation  de  cette 
courbo  sera 

xy  —  'ix  —  ciy  ^  0.  (1) 

Les  tangentes  à  ces  deux  courbes  au  point  (x,  //)  seront  les  mûmes  si 

y  —  p  _  a;  —  a       (Bx  +  ay 
'Jx~  "^  "^T  ^    y-t  ' 

ou,  eu  tenant  compte  des  équations  tle  ces  courbes, 

rc'-hl  —  ^  _  _  ar(.r«4- 1) 

_      ,  ^x»  „        {x^  +  iy 

On  a  donc  a  =  ; .  B  = 


x"^  —  l  '  x"  —  1 

On  voit  immédiatement  que  lo  lieu  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré. 
Pour  étudier  les  variations  de  a  et  ^,  calculons  a^  et  p^;  on  trouve 

,_    ^x'-(x'-S)  ,_       2.x'(x^  +  l)(a;»-3) 

ttr   ; ?  6t    —    ■ ; • 

{X- -  i)^  '  {x^-\f 

Les  valeurs  remarquables  de  .v  sont  donc 

ac  =  0,       a;=:±l,       x=-±^/3. 
Quand  x  est  infiniment  grand  négatif,  a  et  [5  sont  aussi  infiniment  grands  négatifs  et  on  a  -  =  0; 

r 

donc,  aux  valeurs  de  x  négatives  et  très  grandes  en  valeur  absolue,  correspond  une  branche  parabo- 
lique du  lieu,  ayant  Oy  pour  direction  asymplotique,  et  située  au-dessous  de  l'axe  des  x;  c'est  la 
branche  AB. 

On  peut  trouver  la  parabole  asymptot(!  de  cette  courbe;  soit  Y  =  aX^  +  b  son  équation;  prenons 

X  =  a,  nous  aurons 

Y  =  a-j.-  +  h,  d'oîi       Y  -  |i  =  aa'^  -  (3  +  6 

(4a  +  1  Lr"  +  (1  -+-  6)x*  -  (26  -i-  \]x''  +  6-1 
ou  Y  —  &  =  -, H 

Pour  que  Y  —  ,3  tende  vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment  eu  valeur  absolue,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  numérateur  de  la  fraction  précédente  soit  de  degré  moindre  que  le  dénominateur;  d'où 


et  par  suite 


l'équation  cherchée  est  donc 


4a  4- 1=0,        6  +  1  =  0; 


a  =--.     6=-l; 


Y  =-   ^X^  — 1  ou  X'^  +  %  +  l)=0. 

a;2  _  2 

On  a  alors  Y  —  fj  =  — ;; rr:^  ;  donc  la  parabole  asymptote  se  trouve  pour  des  points  situés  sufii- 

sammeut  loin,  au-dessus  de  la  branche  que  nous  construisons;  elle  rencontre  cette  courbe  aux  points 
correspondants  -d  x  =  ±  \/'i. 

Pour  X  --  —  v/2,    on  a   a  —  —  4v/2,    p  =  —  9. 

Quand  x  varie  de  —  x»  à  —  v/.S,  a'  et  fl'  sont  positifs,  donc  v.  et  ^  vont  en  croissant;  pour  x=  —  v3 
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on  a   a  =  —  Sy/S,   p  —  ~  S;  on  a  le  point  B;  eu  outre  a' 


0,  donc  B  est  un  point  de  rebroussement; 


r-/ 


le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  la  valeur  de  —,  pour  x  =  — y/3. 

Or         —= ;       pour  a;  =  — y/d,       on  obtient^- 

y-  X  ^  y/3 

La  tangente  en  B  a  donc  pour   équation  4X  —  Y  y/'3  +  4y/3  =  0;  elle  passe  par  le?  point  (0,4), 
ce  qui  permet  de  la  tracer  facilement. 

Quand  x  varie  de  —y/3  à  —1,  a'et  fi' sont  négatifs,  a  et  B  décroissent  indéfiuimeut,  on  a  la  branche 

pour        X  =  —  l, 


de  courbe  BC.  D'ailleurs 


En  outre    2a 


fi  (x'^+1)^' 


p  ""  2' 
x^  -+-  Sx'^  —  X  +  i 


-  2. 


X  -  1 
L'asympote  a  donc  pour  équation 

Y    r=    2(X   +    1). 

Cherchons  les  points  où  la  courbe 
coupe  son  asymptote. 
Nous  avons 

œ  •'4-3a-— x4-l4-2(a:— 1 

2a-,'2  +  2  = 


X 

- 1 

.r' 

+ 

Sx^  - 

h  X  — 

1 

X  — 

1 

(.X 

-4- 

1  )(x"- 

-h±C 

- 

1) 

X  -   1 

Or  x^  -+-  2x  —  t  s'annule  pour 
X  —  —  l  ±  y/2;  ces  deux  valeurs 
sont  en  dehors  de  l'intervalle  (  —  y''3, 
—  1 1;  donc  la  branche  Bd  reste  tou- 
jours du  même  côté  de  l'asymptote. 
Quand  x  varie  de  —  1  à  0,  a'  et  p' 
sont  négatifs  ;  a  et  [i  qui  étaient 
d'abord  infiniment  grands  positifs, 
vont  en  décroissant;  on  a  la  hranche 
de  courbe  DE;  en  outre  —  l  r:  y  2 
sont  eni'oro  extérieurs  à  cet  inter- 
valle; donc  cette  branche  ne  coupe 
pas  non  plus  son  asymptote. 

Pour  .r  ^  0,  on  a  a'  =  |î';:=0; 
donc  E  est  encore  un  point  de  re- 

a' 

])rousseiiieîit.  On  a  d  ailleurs—  =0; 

f" 
donc  I.»  tangente  on  K  a  pour  équa- 
tion    X   -  0;     c'est  l'axe  dco    V; 
les  coordonnées  île  ce   point    sont 
(0.  -^  \). 
Si  maintenant  nous  changeons  x  en  —  x,     dans  les  toi  mules  tiui  donnent  a  et  S,  x  se  change  en 


2Vi 
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—  a,  et  [S  no  change  pas.  Donc  nous  aurons  le  reste  il(^  la  courbe  en  prouanl  le  symétrique  par  rapport 

à  Oy  do  la  partie  déjà  tracée. 

Si  on  veut  ré(juation  du  lieu,  on  n'a  ([uà  éliminer  x  entre  les  éijualions  (.'^)  et  (4);  on   obtient 

ainsi 

a'(8  +  8)»  +  41a-  +  3(fi  -  I)J[;h*  -  (p  -  i)*]  =  0. 

L.  P.  Randon,  lycée  Louis-le-Grand. 
Onl envoyé  des  solutions  cxaclcs  :  MM.  Kaihik  (Valence);  C.  Hughon  (lycée  Suinl-Louis)  ;  Ed.  Husson  (lycée de  Nancy);  Baiiiiioi.  Alfred. 


82.  —  1"^  Que  rcpn'senle  (axes  reclan(}ulaircs}  l'éqvaiion 

x«  +  2Xxy  -  y^  -  a(x  +  y)  =  0, 


(G) 


X  désignant  un  paramètre  variable? 

2^  Lieu  (lei  points  de  contact  des  tangentes  aux  coniques  (Cj,  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  x'Oy. 

3°  Ces  coniques  (C)  coupent  les  axes  de  coordonnées  en  deux  points  différents  de  l'origine.  Lieu  géomé' 
trique  des  points  de  rencontre  des  normales  en  ces  deux  points. 

1°  Eu  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  second  dtgré  de  l'équation  proposée,  on  obtient 

l'équation 

x^  +  ^Ixij  —  %/  =  {), 

qui  représente  deux  droites  réelles  et  rectangulaires. 

Les  coniques  (C)  sont  donc  des  hyperboles  équilatères,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  X. 
Toutes  ces  hyperboles  passent  par  l'origine  dos  coordonnées  et  ont  pour  tangente  en  ce  point  la 

droite    x  +  y  —  ^,     seconde  bissectrice  des   angles  des  axes  de 
coordonnées. 

Elles  coupent  chacun  des  axes  eu  un  second  point  situé  à  la 
distance  a  de  l'origine.  Les  coordonnées  de  ces  points  A  et  A'  sont 

ja:  =  a  (a'J  j  ^  =  » 

/2/^0  {y  =  -  a- 

Ainsi  toutes  ces  hyperboles  sont  circonscrites  au  triangle  rec- 
tangle isocèle  OAA'. 

2° On  peut  mènera  chacune  de  ces  courbes  une  seconde  tangente 
parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  x'Oy,  et  le  point  de  contact  de 
cette  tangente  est  situé  sur  le  diamètrs  conjugué  des  cordes  qui  lui 
sont  parallèles,  c'est-à-dire  qui  ont  pour  coefficient  angulaire  —  1. 
L'équation  de  ce  diamètre  est 

/x  -  /;;  =  0. 

Or,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  sont  ici 

/;'  =  tx  +  lly  -  a, 
Cj  =  tlx  -ly  -  a. 
L'équation  du  diamètre,  ordonnée  par  rapport  à  À,  est  donc 

-l{x  -  y)  +  X  +  y  =  0.  (1) 

Il  passe  par  l'origine,  comme  on  pouvait  s'y  attendre.  On  aura  l'équation  du  lieu  des  points  de 
contact  en  éliminant  À  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  que  nous  écrirons 

2/..r(/  -4-  (a:  -+-  y)ix  —  y  —  a)  —  0.  (2) 

La  condition  nécessaire  et  sulTisante  pour  que  ces  deux  équations  soient  satisfaites  pour  une 


I 
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même  valeur  de  X  est 

{x  +  y)[±xy  +  {x  -  y){x  -  y  -  a)]  =  0, 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres  : 

X  +  y  =  0, 

et  x^  +  y^  —  a{x  —  y)  =0. 

La  première  de  ces  équations  représente  la  seconde  bissectrice  des  angles  des  axes  de  coordonnées. 

C'est  une  solution  singulière  qui  correspond  à  la  valeur  zéro  donnée  à  X;  pour  cette  valeur  l'équation 

proposée  représente  les  deux  droites 

x  -h  y  —  0  et  X  —  1/  —  a  =  0; 

le  diamètre  qui,  par  son  intersection  avec  la  courbe  détermine  un  point  du  lieu,  est  représenté  par 

X  -h  y  =  0; 
cette  droite  doit  donc  faire  partie  du  lieu  des  points  communs  aux  deux  génératrices. 

La  seconde  équation  représente  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OAA'.  Nous  aurons  les  coordonnées 
du  centre  et  le  rayon  en  mettant  son  équation  sous  la  forme 


D' 


a 


On  voit  immédiatement  que  les  coordonnées  du  centre  sont  —et r»    et  que  le  ravon  a  pour 

valeur  —-= .    Le  centre  est  le  milieu  de  l'hypoténuse  AA'  du  triangle  OAA'. 

Réciproquement,  tout  point  de  ce  cercle  fait  partie  du  lieu  demandé.  Car  si  l'on  prend  arbitrairement 
sur  ce  cercle  un  point  quelconque  Xi,  y^,  les  deux  génératrices  (1)  et  (2)  passeront  par  ce  point  pour 
la  valeur 

■^1  +  y  1 

a-,  -  ?/, 

attribuée  à  X.  Cette  valeur  est  toujours  réelle,    finie   et  déterminée,  sauf  lorsque  x^  =  y,  ;  ces  deux 

coordonnées  sont  alors  nulles.  L'origine  est  donc  un  point  qui  correspond  à  une  valeur   indéterminée 

de  X;  cela  résulte  de  ce  que  pour  toute  valeur  de  X  les  deux  génératrices  (1)  et  (2)  passent  par  l'origine. 

3°  Cherchons  les  équations  des  normales  aux  hyperboles  (C)  aux  points  A  et  A'  dont  nous  avons 
trouvé  plus  haut  les  coordonnées;  il  sullit  pour  cela  d'attribuer  à  x^  etj/i  les  valeurs  de  ces  coordonnées 

dans  l'équation 

X  -  x^  ^  y  -  Vx 

f-r,  'Ut 

Nous  obtenons  ainsi  pour  les  équations  de  ces  normales 

2X(x  -  a)  -  (x  +  y  -  o)  =  0,  (3) 

2X(//  +  a)  +  {x  -h  y  +  a)  :^0.  (4) 

L'élimination  de  X  conduit  à  l'équation  du  lieu  : 

{x  -  a){x  +  y  +  n)  +  {y  +  a){x  +  y  -  a)  -^  0, 
c'est-à-dire  {x  +  y)'^  -f-  a{x  —  y  ~  la)  =  0. 

Cette  équation  représente  une  parabole  dont  un  diamètre  a  pou:-  é'juation  .r  -+-  //  =  0,  la  tan- 
gente à  l'extrémité  de  ce  diamètre  étant  roorésentéo  par  x  —  y  —  2'i  -  0.  Comme  ces  deux  ilroitos 
soni  rectangulaires,  ce  diamètre  est  l'axe  de  la  courbe.  Les  coonloniiées  du  sommol  sont  donc 

X  —  (/,  //      ;    —  (/. 

La  courbe  passi;  par  les  points  A  et  A'.  Elle  est  ilouc  bien  doterminéo. 
Réciproquement^  tout  point  de  cette  parabole  est  un  point  du  lieu  :  car  après  avoir  choisi  arbitrai- 
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remeut  iiii  point  a*,,  i/i  sur  cotte  courbo,  un  trouvora  toujours  une  valeur  de  X  pour  laquelle  les 
génératrices  (3)  cl  (l)  passent  par  le  point  choisi.  Seulement  (luantl  ce  point  est  A  ou  A',  l'une  des 
j^énora triées  n't^st  plus  déterminée. 

SoLiTio.N  GÉoMKTiUQiE.  —  1"  L*éi[uation  représente  des  coniques  circonscrites  au  quadrilatère 
formé  par  les  axes  d'une  part,  et  par  la  droite  AA'  et  la  bissectrice  de  l'angle  x'Oy  d'autre  part.  Ces 
couples  de  droites  étant  formés  de  droites  rectangulaires,  la  conique  est  une  hyperberbole  étiuilatère, 

et  comme  deux  sommets  du  quadrilatère  sont  confondus  eu  0,  la  droite 
OD,  seconde  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  est  la  tangente  en  0.  Remar- 
quons d'ailleurs  que  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  au  triangle 
rectangle  OAA'  ont  nécessairement  pour  tangente  en  0  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  l'hypoténuse,  comme  on  s'en  assure  aisément,  en  appli- 
(|uant,  par  exemple,  le  théorème  de  Fréi^ier. 

2°  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un 

triangle  est  le  cercle  des  neuf  points  relatif  à  ce  triangle.  Soit  C  le  centre 

d'une  hyperbole  de  la  famille  considérée;  le  point  de  contact  de  la  seconde 

tangente  parallèle  à  OD  s'obtient  en  prenant   OM  =  20C,  sur  OC  prolon- 

'  gée.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  évidemment  le  cercle  circonscrit  au 

triangle  OAA'.    Pour  la  conique  particulière  DO,  AA'  le  point  de  contact  Je  DO  est  indéterminé;  DO 

fait  partie  du  lieu. 

3°  On  voit  aisément  que  les  normales  en  A  et  A'  à  toutes  les  hyperboles  considérées  forment  deux 
faisceaux  homographiques,  et  par  suite  le  lieu  de  leur  point  de  concours  est  une  conique  passant  par 
A  et  A'.  Si  le  centre  d'une  hyperbole  vient  sur  AA'  en  o),  AA'  est  un  diamètre  et  par  suite  les  normales 
en  A  et  A'  sont  parallèles;  et  comme  l'hyperbole  se  réduit  alors  aux  droites  AA',  OD,  les  normales 
sont  parallèles  à  OD;  d'autre  part  AA'  est  tangente  au  cercle  des  neuf  points,  donc  o  doit  être  compté 
deux  fois,  et  par  suite  OD  est  une  direction  asymptotique  double;  le  lieu  est  donc  une  parabole  passant 

par   A  et  A'   et  dont  l'axe  est  parallèle  à    OD. 

X. 
M.  Barriol  Alfred,  résout  ainsi  la  dernière  partie  du  problème  : 

Cherchons  d'abord  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  en 
A  et  A'.  Soient  AM  et  A'M  les  tangentes  en  A  et  A'  à  l'une  des 
hyperboles.  En  vertu  d'un  théorème  connu  (Bobilier),  les  points  de 
rencontre  des  tangentes  aux  sommets  du  triangle  AOA'  avec  les 
côtés  opposés  sont  en  ligne  droite;  la  tangente  ei\  0  étant  la  médiane 
Oo),  il  en  résulte  immédiatement  que  OM  est  parallèle  à  AA',  et 
par  suite  le  lieu  du  point  M  est  la  bissectrice  de  l'angle  xOy.  Nous 
sommes  ainsi  ramenés  à  ce  problème  :  étant  donnés  deux  points 
A,  A'  et  une  droite  OM  parallèle  à  A  A',  enjoint  un  point  quelconque 
M  de  OM  aux  points  A  et  A';  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
des  droites  APet  AT,  respectivement  perpendiculaires  à  AM  et  A'M. 
Or  il  est  visible  que  ces  droites  AP,  A'P  forment  deux  faisceaux 
harmoniques  ;  donc  P  décrit  une  conique  passant  par  les  points  A 
et  A',  etc.  On  déduit  de  ce  qui  précède  ce  théorème  :  Étant  donné 
un  point  P  sur  une  parabole,  on  joint  P  aux  extrémités  A,  A'  d'une 

corde  principale  et  l'on  mène  AM  perpendiculaire  à  PA,  A'M  perpendiculaire  à  PA';  le  lieu  du  point 

de  rencontre  M  de  ces  perpendiculaires  est  une  corde  principale. 


Onl  ri'solu  la  mt^me  question    :    MM.  A.  Kei.piehrk  ;  Bm  hhifnni  (Koiicni;  Kairk  (Valent  ei  ;  Ed.  Ill'^so^  i.Nancyi;  E.  Jacui  est  (Dijon);  K.Lbvv; 
II.  Loisi*u  fClermonl-Kerrand);  I'eltiek  i.Nanl*»;;  L.  I'erkée  (Condorcet)  ;  Ci.  A.  Pouii.uart  (Clermonl-Kerrand)  ;  L.  Handon  (Louis-le-Grand). 
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Note.  —  On  peut  modifier  la  solution  de  M.  Barriol  de  manière  à  ne  pas  faire  intervenir  les 
faisceaux  homographiques  dans  une  question  aussi  simple. 

Soit,  d'une  manière  plus  générale,  M  un  point  pris  sur  une  parallèle 
à  AA'  et  soit  P  le  point  diamétralement  opposé  à  M,  dans  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  MAA'.  Lorsque  M  vient  au  point  de  ren- 
contre de  la  droite  fixe  qu'il  décrit  avec  la  perpendiculaire  élevée  au 

a* 
milieu  de  AA',  soit  en  H,  le  point  P  vient  en  S  tel  que    Soj  =  ->    en 

posant      wA  r=  a  ,      wH  =  /i  .      Soit  PR  la  perpendiculaire  abaissée 
de  P  sur  Soj;  ou  a     PR  =  MH  ;     donc 


ou 


PR^  ^  MC'  -  CH^=  CA'  -  CH'  =  a'^  +  W^   -  {h  -  uf 
PR2  ^  a''  -  /i*  +  2/l.M. 


en  désignant  ojG  par  u. 


Or 

de  sorte  que 
donc 


SR  =  S(o  -  R( 


--(CH-«)=-^ 


h  +  lu. 


/i.SR  -:  a^ 

PR': 


-  /i-  +  2/iu; 
A.SR. 


Le  lieu  est  donc  une  parabole  ayant  le  point  S  pour  sommet,  l'axe  étant  dirigé  suivant  Sw,  et 

1  .  .    ,  ,  av/2 

enfin  le  paramètre  égal  à    -  h.  Dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  à  considérer,  on  a  /t  =  y.  =  —r^  ; 


le  paramètre  a  donc  alors  pour  valeur 


as/l 


106.  —  Pai'  un  point  P  on  mène  aux  asymptotes  d'une  hyperbole  donnée  des  parallèles  qui  eoupent 
la  courbe  en  M  et  N. 

y*>  Trouver  l'équation  de  la  droite  MN.  Quelle  est  sa  direction,  et  que  vaut  le  rapport  des  distances  du 
point  P  à  cette  droite  MN  et  à  la  polaire  rfe  P  ? 

2°  Trouver  le  lieu  (jéomé trique  du  point  P  tel  que  la  droite  MN  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole. 

3°  On  mène  du  centre  la  perpendiculuire  OH  sur  MN.  Quel  est  le  lieu  du  point  H,  quand  on  fait  varier 
l'angle  des  asymptotes  en  laissant  fixes  les  sommets  A  et  A'  de  Chyperbole? 

4"  Trouver  le  lieu  du  point  P  tel  que  la  droite  MN  soit  tangente  à  l'ellipse  qui  a  les  jnémes  axes  que 
l'hyperbole  donnée,  celle-ci  étant  invariable.  Construire  la  courbe  ainsi  obtenue,  tracer  ses  asymptotes. 

(Certificat  d'aptitude  ù  l'eiisei<jncment  spécial,  1891,  /'•  session.) 


1°.  —  Soient 

ré(iuation  de  l'hypc 

•hole,  et 

(x  -  a)»       (y  -  P) 

l'équation  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  le  j)oint  P  (a.  ^). 

On  obtient  l'équation  do  la  droite  MN  on  retrancbant  ces  deux  équations;  on  trouve 

lax       2S.V       a»        r-/' 

"ô»"  ~    //'    ~  a*   ^  b-"  ~      "     ' 
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La   ihoitc  MN  est  donc  parallèle  à  la  polaire  du  point  P.  Menons  par  le  point  P  une  droite 
quolconciuo 

X  —  a.  +  Ip,  rj  =  [i  -\-  mp. 

Les  valeurs  de  z  correspondantes  aux  points  do  roucoutro  de  cette  droite  avec  la  droite  MN  et  la 
polaire  de  P  sonl  iloiiuées  vespectiveiueiil  par  les  équations 


on  a  donc  2c,  =  Cj,  ce  qui  montre  que  le  rapport  des  distances  du  point  P  à  la  droite  MN  et  à  sa  polaire 
^2 


1 

est  égal  à  -  et  de  jjIus  que  ces  deux  droites  sont  d'uu  même  côlé  du  point  P. 


2"  —  Pour  que  la  droite  MN  passe  par  l'oriijiue,  il  faut  que 

ce  qui  montre  que  le  lieu  tlu  point  P  est  alors  l'hyperbole  conjuguée  de  l'hyperbole  donnée. 

3"  —  La  droite  OH  a  pour  équation 

//  _      rt-ft  _ 


en  éliminant  6*  entre  cette  équation  et  l'équation  de  la  droite  MN,  on  aura  l'équation  du  lieu  du  point  H. 

+ 


r^      .  •       •  ,  o        a'  +  «'  P  A 

Un  trouve  ainsi  x^  +  y x  —  -y  —  \}y 


y}    _(_    q1  g 

équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  — et  y  • 

4°  —  J'écris  que  les  coordonnées  de  la  droite  MN  satisfont  à  l'équation  tangentielle  de  l'ellipse, 


On  obtient  ^f-  + '-)  ^  (  ^  - '^  4- 1 

\rt-^      bV       Va»      b' 


by  ""  W»  ~ 

01  .i  f^2 


OU  (--r  -1)  -8'^  =  0 

OU  '-  =b  ^^^ 1   :ar  0, 

a"      b^         b  ' 

équation  qui  représente  deux  hyperboles  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  Ox,  admettant  Oy 
pour  axe  transverse  (les  centres  ayant  pour  ordonnées  ±  b\/^),  passant  par  les  points  A  et  A',  et  ayant 
leurs  asymptotes  parallèles  à  celles  de  l'hyperbole  donnée. 

Solution  géométhique.  —  1°  —  Menons  par  un  point  P  deux  sécantes  PMM',  PNN'  dans  une  conique; 
soient  R  le  point  d'intersection  de  MN  et  M'N',  et  Q  le  point  d'intersection  de  MN'  et  NM'.  La 
droite  QR  est  la  polaire  du  point  P.  Projetons  la  figure  de  fatjon  que  M'N'  devienne  la  droite  de 
l'infini;  PM  et  P.\  deviennent  parallèles  aux  asymptotes  de  la  conique,  MN  est  parallèle  à  QR,  et 
le  point  Q  devient  le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  PM  et  PN.  Donc  le  rap- 

,    1 

port  des  distances  du  point  P  à  MN  et  à  h  polaire  est  égal  a  ^  . 
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2°  —  Supposons  que  la  droite  MN  passe  par  le  centre  0  ;  construisons  le  parallélogramme  dont 
deux  côtés  parallèles  sont  les  tangentes  en  M  et  N  et  dont  les  diagonales  sont  les  asymptotes.  On 
voit  aisément  que  le  point  P  est  le  milieu  d'un  des  côtés  de  ce  parallélogramme;  ce  point  appartient 
donc  à  l'hyperbole  conjuguée  de  l'hyperbole  donnée. 

3°. —  Toutes  les  coniques  considérées  sont  bitangentes  en  A  et  A';  les  polaires  du  point  P  par  rap- 
port à  ces  coniques  passent  donc  par  un  point  fixe.  Parmi  ces  coniques  se  trouve  la  droite  double  AA', 
par  rapport  à  laquelle  la  polaire  de  P  est  cette  droite  elle-même.  Considérons  on  outre  la  conique 
formée  par  les  tangentes  en  A  et  A';  la  polaire  du  point  P  est  alors  une  perpendiculaire  à  AA'  au 
point  R,  conjugué  harmonique  de  la  projection  Q  de  P  sur  AA'  par  rapport  à  A  et  A'.  Le  point  R 
est  donc  le  point  fixe  cherché.  Alors  la  droite  MN  passe  par  le  milieu  S  de  PR,  et  le  lieu  du  point  H 
est  le  cercle  décrit  sur  OS  comme  diamètre. 

4"  —  Faisons  une  transformation  homographique  de  façon  que  les  points  A  et  A'  deviennent 
les  points  cycliques  ;  l'ellipse  et  l'hyperbole  se  transforment  en  deux  cercles  concentriques  C  et  G',  et 
comme  la  droite  AA'  passe  par  le  point  0,  pôle  de  la  droite  de  l'infini  dans  la  première  figure,  celte 
droite  de  l'infini  a  pour  correspondante  dans  la  deuxième  figure  un  diamètre  commun  aux  deux  cercles 
G  et  G'  ;  ce  diamètre  rencontre  G'  en  deux  points  a  et  ^  qui  correspondent  aux  points  à  l'infini  de 
l'hyperbole  donnée.  Le  problème  est  alors  le  suivant:  on  mène  une  tangente  quelconque  au  cercle  G, 
lï^quelle  rencontre  G'  aux  points  m  et  n,  am  et  [^n  se  rencontrent  en  un  point  ;j  dont  on  demande  le 
lieu.  On  voit  sans  difficulté  que  l'angle  mpn  est  constant,  le  lieu  est  donc  un  cercle  passant  par  a  et  3; 
mais  en  menant  les  droites  an  et  |5m,  on  a  un  second  point  p',  et  l'angle  tnp'n  est  supplémentaire  de 
mpn.  Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  cercles  passant  par  les  points  a  et  ^. 

Revenant  à  la  première  figure,  on  voit  que  le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles  passant  par  les 
points  A,  A'  et  ayant  mêmes  directions  asymptoti(|ues  que  l'hyperbole  donnée. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte  dans  celte  solution  de  ce  que  le  petit  axe  de  l'ellipse  était  égal  à  la 

longueur  géométrique  de  l'axe  imaginaire  de  l'hyperbole.  On  en  tiendra  compte  pour  déterminer  les 

points  de  ces  hyperboles  qui  se  trouvent  sur  Oi/  en  considérant  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  extrémités 

du  petit  axe. 

Camille  Rech,  à  Nancy. 

Ont  envoyé  des  solutions  analylitiucs  :  MM.  E.  N.  Bauisien  ;  H.  Chero.nnkt,  école  Mongo  ;  F.  F.vunB,  ;\  Valence   Edmonil  iîai.tiek.  I  vcée  do  Bordeaux 
(iéiiAiii),  lycée  Saint-Louis;  M.  I'imoeiin,  soldat  au  lati»  de  ligne,  à  Toulouse. 


126.  —  La  normale  à  une  ellipse  en  un  de  sck  points  M  l'eneontre  la  développée  de  l'ellipse  en  quatre 
points  autres  que  son  point  de  contact  avec  la  déreloppée.  Prouver  que  les  tangentes  en  ces  points  sont  eoncou- 
rantes  et  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  quand  le  point  ^l  décrit  rellivse. 

Soit      nr  "*"  77  ~  ^  ^  ^      l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  symotric.  Désignons  par 

{Xq,  i/o)  lt!s  coordonnées  du  point  M,  et  soit  U  l'un  des  quatre  points  d'intorscction  de  la  normale  en  M 
avec  la  développée,  le  point  do  contact  de  la  uormali^  on  M  avec  la  développée  étant  écarté.  La  tangente 
en  R  h  la  développée  est  normale  à  l'ollipse  en  un  point  P;  soient  .r,  //  les  coordonnées  du  point  P.  Les 
coordonnées  du  point  R  sont 
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En  exprimant  quo  lo  point  R  est  sur  lu  normale  on  M,  ou  trouve 

puis(iue  le  point  P  est  sur  l'uUipse,  de  sorte  ([ue 

x^{x  -  Xo)  y'iy  -  yo) 


Or 


a\i\, 

l>\>/o 

a» 

+  É-1- 

X     —  X{\ 

=  - 

y'  -  ^0. 

a« 

b'    ' 

nr 

lent 

x^ 

ô" 

?/^ 

CC^ypC    "T~  vC^ 

Vofy  +  î/o) 

X 

Hy  +  Vo) 

y^x  +  Xo) 

^1) 


^       —    ^0  (/       —    .1/0  g). 

donc  — zi —  "= U — '  \^> 

par  suite  les  équations  (1)  et  (2)  donnent 


ou  =  0. 

Cette  équation  mise  sous  forme  entière  devient 

elle  se  décompose  en  deux  : 

xyo  -  yjCo  =  ^ 

et  xy  -h  xi/o  +  yi-o  -  0.  (3) 

La  première  représente  le  diamètre  passant  par  le  point  M.  Le  point  P  et  les  trois  points  analogues 
sont  donc  sur  rhyperl)ole  représentée  par  l'équation  (3),  que  l'on  peut  identifier  avec  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  à  un  point  (a,  p),  savoir 

c^xy  ■+-  b'^Hx  —  a'^oLy  —  0, 

en  posant  "Tï"  ~  y»»        7»~  ~~  — ^°' 

Ce  qui  prouve  que  les  tangentes  à  la  développée  aux  quatre  points  tels  que  R  se  coupent  en  un  point 
H  ayant  pour  coordonnées  (a,  p).  Si  le  point  M  décrit  l'ellipse  donnée,  on  a 

— -^  — =  *• 

Le  lieu  du  point  H  est  donc  une  ellipse  dont  les  axes  de  symétrie  coïncident  en  direction  avec 
ceux  de  l'ellipse  donnée  et  qui  passe  par  les  quatre  points  de  rebroussement  de  la  développée.  Il  résulte 
de  là,  que  des  quatre  normales  issues  de  chaque  point  H,  deux  seulement  sont  réelles. 

SoLENiE  (lycée  Louis-le-Grand). 

Solutions  analofTUes  :  MM. 'le  boisplf.itht  fcollègc  Stanislas^  AiiJré  Dihand.  —  Autres  solutions:  MM.  Hbnri  (lycée  Louis-le-Grand);  Maoaui.e 
(lycée  Louis-le-Grand). 
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99.  —  Solution  géométrique  du  problème  proposé  au  concours  d'admission  à  l'École  polytech- 
nique en  1891. 

1"  Soit   M,    un    point  du  lieu,  correspondant,  pour  un  sens  déterminé  de  la  droite  A,  au  point  M 

de  la  parabole  P,  projeté  en  m  sur  la  directrice  D. 
La  base  mM,  du  triangle  isocèle  wMM,  ayant  une 
direction  fixe,  on  voit  que  le  lieu  du  point  M,  est  la 
figure  homologique  do  la  parabole  P,  le  centre  d'homo- 
logie  étant  à  l'infini  sur  A,  D  étant  l'axe  d'homologie, 
enfin  les  points  à  l'infini  de  7?«Mi  et  de  wM  étant  deux 
points  homologues.  Ce  lieu  est  donc  une  parabole  P,, 
qui  touche  en  un  point  R^  la  parallèle  à  A  tangente  à 
la  parabole  P  au  point  R  et  qui  admet  rR,  pour  diamètre; 
elle  passe  d'ailleurs  évidemment  par  le  foyer  F  de  la 
parabole  P.  Le  lieu  du  point  Mj,  correspondant  à  l'autre 
sens  de  A,  est  la  parabole  analogue  P,. 

2°  On  voit  immédiatement  que  les  directions  wM,  et 
wMj  des  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangulaires. 
Le  foyer  F^  de  la  parabole  P^  est  sur  la  corde  R,F, 
symétrique  du  diamètre  Rj?*  par  rapport  à  la  tangente 
R^R:  la  tangente  au  point  F  est  donc  la  perpendiculaire 
FI  à  RjR  et  le  foyer  F^  est  la  projection  du  point  I  sur 
RiF.  On  a  d'ailleurs 

FÂF,  =  Tif7  =  FRTR  =  RR^-  =  R^. 
Il  en  résulte  que  la  droite  AF,,  parallèle  à  /'R,,  est 
l'axe  de  la  parabole  P,.  L'axe  de  la  parabole  P^  pivote 
de  même  autour  du  point  A,  sommet  de  la  parabole  P. 
Soient  cp,N,  et  OjNj  les  sous-normales  relatives  au 
poi  ni  F  dans  chacune  des  paraboles  P„  P-,  ;  les  triangles  AFNj  et  AFN,  étant  isocèles,  on  a 


Donc 


ou 


pi  +  Pi 


p^ 
4 


3»  Soient  T,  et  T,  les  points  oîi  la  tangente  FI  coupe  les  axes    AF,,  AF,.  Comme 

IT,  -  lA  -  n\, 
le  lieu  de  ces  points  est  la  strophoïde  droite  dont  F  est  le  sommet,  A  le  point  double.  D'autre  part,  lo 
lieu  dos  points  <p,  et  «p,  est  le  cercle  décrit  sur  AF  comme  diamètre.  Les  sommets  A,  et  A,  étant  les 
milieux  des  soua-langentes  (p,T,  et  (p,'r,,  leur  lieu  est  facile  ;\  construire  et  à  étudier. 

Si  nous  transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  A  étant  le  pôleetAFMa  puissance 
d'inversion,  la  strophoïde  ilevient  l'hyperholo  é([uilatère  de  sommets  A  et  F  et  le  cercle  AF  la  lang<«nle 
en  F  l^  cette  conique.  La  transformée  A',  du   point  A,   étaut  le  conjugué  harni(uii([ue  de  A  par  rapport 


o-o 
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aux  points  9Î  ol  T,  inverses  île  9,  et  '1\  le  lieu  de  A,'  est  une  conique  honiologique  de  l'hyperbole  équi- 
lalère  AF,  A  clant  l'origine  et  la  tangente  en  F  étant  l'axe.  Le  lieu  du  sommet  A,  est  donc  l'inverse 
d'une  conique  par  rapjjort  à  son  sommet. 

Son  équation  est  facile  à  trouver  en  coordonnées  polaires  ;  c'est 

-  -       ^       (3  cos»  w  -  1), 


4  cos  (0 
A  étant  le  pôle  et  AF  l'axe  polaire. 

Ernest  DupORCQ  (école  Monge). 

Nota.  —  Nous  avons  l'galeraenl  reçu  d'autres  solutions  de  MM.  I'krrf.e  et  Haahuleichek  (lycée  Condorcel)  et  Avrillibu. 
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130.  —  Pour  que  deux  normales  à  une  surface  du  second  degré  soient  concourantes,  il  faut  et  il 
sullit  (jue  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  normales  soit  perpendiculaire  à  sa  conjuguée. 

(G.  HUGON.) 

*  131.  —  Soient    u  =f(x),     v  =  9(0;)     deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux.  Si  l'équation 

u'  —  3uv  +2ti'^  =  0 
admet  la  racine  o    au  degré   p   de  multiplicité,  l'équation 

u"'  -  3u'u'  +  2y'2  —  0 

admet  la  racine  a   au  moins  au  degré  p  —  i  ;    m'  et  v'  étant  les  dérivées  de    m  et  de  v. 

(A.  Blondei,,  lycée  d'Amiens.) 

132.  —  l'étant  donnés  une  conique  à  centre  et  un  point  A  sur  cette  conique  : 

1"  Un  mène  un  diamètre  variable  A  et  l'on  fait  passer  un  cercle  par  le  point  A  et  les  extrémités 
de  ce  diamètre.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  du  diamètre  A  avec  la  droite  joignant  le  point  A 
au  quatrième  point  d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle.  Ce  lieu  est  une  conique  (C).  Construire 
cette  conique. 

2°  Déterminer  la  position  du  point  A  pour  que  (C)  passe  par  un  point  donné  H.  Dans  quelle 
région  du  plan  doit  se  trouver    H   pour  que   A   soit  réel? 

3°  A  chaque  point  H  correspondent  deux  points  A,  soient  Ai,A,.  Lieu  de  H  tel  que  le  milieu 
de   A, A,   coïncide  avec    H. 

4°  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  des  points  M  de  (C)  par  rapport  i^i  la  conique  donnée  [polaire 
réciproque  de  (C)]. 

o"  Lieu  des  foyers  de  l'enveloppe  trouvée  quand  le  point  A   décrit  la  conique  donnée. 

133.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle,  on  déforme  ce  quadrilatère,  ses 
côtés  conservant  des  longueurs  invariables  et  deux  sommets  restant  fixes;  lieu  du  centre  du  cercle 
inscrit. 

(H.    l'iM.ElX.) 


Le  licdacleur-acrant  :    H.  VUIDERT. 


PiKis  —  lar.  cHAix.—  ï>t00*-12-ft1. 
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ALGEBRE 


122.  — Étant  donnés  un  polynôme  entier  en  X,      f(x),      et  un  polynôme  entier    (j>(x)    premier  avec  sa 
dérivée    9'(^)»     trouver  tous  les  polynômes  entiers    P(x)    tels  que 

f(x)  +  P(x)-/(x) 
soit  divisible  par    (p(x). 

Si  le  degré  de    cp(x)     est  égal  à    m,     montrer  que  l'on  peut  déterminer    P(x)     de  degré    n\  —  1     par 
exemple,  sans  résoudre  l'équation    cp(x)  =  0. 

Soit  a  l'uuc  quelconque  des  m   racines  de  l'équation  cp(x)  —  0.   Le  polynôme  P(x)  doit  vérifier 

l'égalité 

/•(a)  +  P(a>/(a)  =  0, 

et  comme    cfi'(a)     est  différent  de  zéro,  on  doit  avoir 


P(a)  = 


,<p'(a) 


Par  conséquent  le  polynôme  cherché    P(a;)     prend  les  mêmes  valeurs  que  la  fraction     —  — — 

quand  on  substitue  à  x   les  racines  de  l'équation     9(0?)  —  0.     Il  suffit  donc  d'appliquer  la  formule  de 
Lagrange;  on  trouve  ainsi 

Q{x)   désignant  un  polynôme  entier  arbitraire.  En  supposant    Q(a;)  ^  0,     ou  aura  pour   Y>(x)   uu 

polynôme  de  degré     m  —  \     au  plus,  que  l'on  peut  déterminer  sans  résoudre  l'équation     o{x)  =  0. 

En  effet,  l'existence  d'un  polynôme  F{x)   de  degré   m  —  1   étant  établie,  on  peut  ellecluer  la  division 

du  polynôme  entier 

f{x)  +  P(.r):p'(x)         par        (f{x), 

V{x)   désignant  un  polynôme  entier  de  degré  m  —  1    dont  on  déterminera  les  coelVicicnts  en  écrivant 
que  le  reste  de  la  division  est  identiquement  nul. 

Ou  peut  encore  procéder  ainsi  :  les  polynômes     f{x)    et  <f\x)     étant  premiers  entre  eux,  il  existe 
deux  polynômes  entiers     U(x)   et   Via;)     vérifiant  l'identité 

U(.t:)^(a;)  +  Y{xW{x)eb[. 

Si    a    désigne  comme  plus  haut  l'une  (luelconciuo  des  racines  île  l'éciuation     ^(x)  =  0,     ou  a 

V(a)?\a)  =  l; 

donc  -  4^  .-^  -  V(a)/(f/). 
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Divisou>     —  Y(x)f{x)    par    çi^a  ),  co  qui  donne 

~  \{a)/\x)^<ù{.r).Q,{x)  +  R[x),   . 

Q,(a')    et   R(a-)     dcsigaaut  dos  pol^uomes  enliers,  le  degré  de  R(x)  étaut  au  plus  m  —  1.    Eu  vertu  de 

l'ideutité  précédente  :     —  \((i)f{a)  ~  Vi{a).    Le  polynôme    P(x)    de  degré    7/1  —  1     doit  doue  prendre 

los  uièuies  vaK'Urs  que     1\(./),     i^ar  suito 

P(a;)  :^  R(a;;. 

(1.  Haynal'I),  lycée  d'Alger. 

Solutions  analOKues  :  MM.  L.  Pfiihék  (lycée  Condorcel);  II.  Allakd  (lycée  Condorcet) ;  Audibert  (Marseille)  ;  I-hu.maoi:  iSuinl  Louis);  A.  de  liois- 
rLEi'RY  (collège  Stanislas);  Favhb  (au  l'rylanée). 
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93.  —  D'un  point  M  liune  lemniscate,  on  peut  mener  quatre  tangenteti  à  cette  courbe,  outre  celle  qui 
touche  la  courbe  en  M.  Prouver  que  les  quatre  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  sur  une  ligne  droite,  et 
chercher  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  le  point  M  décrit  la  lemniscate. 

L'équation  de  la  lemniscate  rapportée  aux  deux  tangentes  au  point  double  est  de  la  forme 

(x-  -+-  y'^f  =  a'^xij. 
En  posant  y  =  t'-x,   on  obtient  les  coordonnées  d'un  poiut  de  la  courbe  : 

al  at'-> 


^  =  T-r-r.  '  y  ^ 


1  +  /'  •"      i  -h  t' 

Chercbons  quelle  valeur  il  faut  donner  au  paramètre  /  pour  que  le  point  représente  par  les  équations 
précédentes  soit  sur  une  droite  ayant  pour  équation 

ux  +  ry  —  1  r=  0. 
On  trouve  immédiatement  au.t  +  av.t^  —  {[  4-  <*)  =  0, 

ou  t' —  av.l'^  —  au.t  +  l  —0.  (1) 

Si  une  droite  est  tangente  à  la  lemniscate,  deux,  des  racines  de  l'équation  (1)  correspondant  à  cette 
droite  sont  égales.  Or  il  y  a  entre  les  racines  ^i,  r^,  /j,  ^4  de l'équatioa  (1)  deux  relations  indépendantes 
de  u  et  de  i',  savoir 

et  lit,  +  t,U  -+-  {Il  +  (■iWi  +  U)  =  0. 

Si  l'on  suppose    t^  —  t^,    en  désignant  par  t  la  valeur  commune  de  ces  deux  racines,  on  aura 

t^t^t'  =  \ 
et  tit,+  f'  +  ^lt  +  t,)t^O. 

Si  l'on  élimine  t.^  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

t't^  +  "ilHi  -+-  2/  +  /,  =  0.  (-2) 

Cette  éiiuation  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  correspondent  aux  quatre  tangentes  issues  du 
point  /j.  Or  on  peut  identifier  l'équation  (^2)  à  l'éciualion  (1)  en  posant 

av  =  —  zli,  au  =  —  -i 
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ce  qai  montre  que  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  l^  sont  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation 

^l\y  -h  ail  -r  '2a;  —  0. 

L'enveloppe  de  cette  droite  a  pour  équation 

a'''  —  16xy  =  (); 

c'est  une  hyperbole  cquilatère  dont  les  asymptotes  sont  les  tangentes  au  point  double  de  la  leraniscate 
donnée. 

L.  Pehrée  (Condorcel). 

Solutions  analogues  par  MM.  E.  Jacquest  (Dijon)  ;  Th.  Got  (Montpellier  ;  E.  Duporcq  (Monge)  ;  G.  Auzi  (lycée  de  Bordeaux)-  Bjurribnnk  flvcée 
Corneille,  Koucn;.  "    w^^* 

SECONDE  SOLUTION 

La  lemniscatc  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie  a  pour  équation 

(x*  +  ify  -  2a2(a;*  ~  y^)  ==  0. 
Soit  M(7.,  p)  un  point  de  cette  courbe.  La  première  polaire  du  point  M  a  pour  c-|uation 

{ax  +  pijYx'  +  Jf)  -  a''(x^  -  î/^  +  ax  -  fiîy)  ^0.  (l) 

La  condition  (a*  +  jB^)*  —  2a'^(a2  ~  '^^)  =:  0  (2) 

permet  de  mettre  l'cquatiou  (1)  sous  la  forme 

(a;*  +  ,f  4-  px  +  (]!jiy.x  -h  ^i/  -h  À)  =  0.  (3) 

Pour  (jue  les  équations  (1;  et  (^)  soient  identiques,  il  faut: 

âa'^a  ^Q.^Pj  a*  +  i32 

^  a'^  +  p'^  ^        7."  +  ('/'  -2        ' 

la  polaire  se  décompose  ainsi  en  un  cercle  ayant  pour  équation 
et  en  une  droite  ayant  pour  équation 


2a^7.  ?.2a*S 

X-  +  V X  H —-  Il   —  0, 


a»  -h  'i^ 
:,.X  +   f.y  H -^  ^  0  .  (4) 

Les  quatre  tangentes  issues  du  point  M  ont  leurs  points  de  contact  sur  cette  droite,  car  le  cerclo 

coupe  la  Icmniscato  aux  points  cycliques  qui  sont  des  points  doubles  de  la  lemniscatc,  et  aux  points 

déterminés  par  l'équation 

'la'hx  -  3//)»        ,     , 

ou,  en  tenant  compte  delà  relation 

2a»  1 


(a»  +  p»)»        a»  -  H' 
aux  points  définis  par  (aa;  —  (i//)'"'  =  (x*  —  !/*)(,**  —  1^*) 

ou  (a//  -  [i.r)«  =  0, 

c'est-ù dire  au  point  M  qui  compte  pour  iloux  points. 

11  nous  reste  à  trouver  l'envoloppo  delà  droite  (i).  En  tenant  coinplo  do  l'étiuation  (2\  on  peut 
écrire  ainsi  ré([ualioii  (1): 

^'i^  +  h  +  4-  \/«'  -  r>*  -  0. 
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a\  1' 


L.  Pehhéb  (Coudorcel). 


Eu  posant  y       -\.,-  \  ^"  —  l^'t  "'^  ^''^''  'P^^ 
ilouc  la  iliuito  euveloppe  l'hyperbole  équilatère  ayant  pour  C'([uation 

â»  ~  a*  ^  2 

ou  as'  -  j/«  =  - . 

Solution  analogue  :  M.  Aizkram  (Toulouse). 

TROISIÈME  SOLUTION  (généralisation) 

Cousidcrons  une  quarliqne  K  ayant  pour  équation 

ky^z^  -h  Bz'x^  -h  Cx^y-  ^  0.  (1) 

Les  sommets  du  triangle  de  référence  sont  des  points  doubles  avec  tangentes  d'inflexion.  La 
Icmniscate  est  une  courbe  de  ce  genre;  son  équation  se  ramène  à  la  forme  i)récédente  quand  on  prend 
pour  sommets  du  triangle  de  référence  le  point  double  réel  et  les  points  cycliques  qui  sont  des  points 
doubles  de  la  lemniscate. 

La  cubique  polaire  d'un  point  M  (a,  [5,  y)  ^  pour  équation 

P  =  ax(B.-''  +  Qy^)  -h  ^y{Cx^  -i-  Az^)  -h  yz{ky^  +  Bx^). 
Si  l'on  pose  Q  =  ApTi/5  +  B^azx  +  Cc^xy, 

on  a  identiquement  P.aSy  =  Qi^yx  +  ya^  +  (x^z)  -  xyzK 

Si  le  point  (a,  6,  y)  est  sur  la  courbe  (1),  R  =  0,  et  par  suite 


P  =  {kpvyz  -+-  Byazx  +  GaSary)  (-  "*-  I  "^  7)  ' 


Donc  la  première  polaire  du  point  M  se  décompose  en  une  conique,   Q  =  0.    circonscrite  au  triangle 
de  référence,  et  une  droite  qui  a  pour  équation 

?  +  ?/  4-  f  :=  0.  (2) 

a         p         y 

La  première  polaire  passe  par  les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  issues  de  M,  par  le  point 
M  ou  elle  touche  K  et  par  les  trois  points  doubles.  La  droite  ne  passe  ni  par  M  ni  par  les  points  doubles, 
et  comme  la  conique  ne  rencontre  la  quartique  qu'en  ces  points,  on  en  conclut  que  les  points  de  contact 
des  tan"-entes  issues  de  M  sont  sur  la  droite.  La  forme  de  l'équation  (2)  montre  que  cette  droite  est  la 
polaire  trilinéaire  du  point  M  relativement  au  triangle  de  référence.  Dans  le  cas  de  la  lemniscate  la 
droite  (2)  s'obtiendra  en  joignant  M  au  point  double  réel  0,  en  prolongeant  le  segment  MU  d'une 
longueur  éijale  à  sa  moitié  et  menant  par  le  point  obtenu  une  perpendiculaire  à  MO. 

Si  K  est  une  lemniscate,  la  conique  Q  est  un  cercle,  puisqu'elle  passe  par  les  points  cycli(iues. 

Cherchons  l'enveloppe  de  la  droite  (2).  Son  équation  est  de  la  forme 

ux  4-  vy  +  IV z  =  0, 

u  V  w 

en  posant 


0  Q  C) 
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On  a  donc,  puisque  (a,  [3,  y)  est  sur  K, 
L'enveloppe  a  donc  pour  équation 


ku^  +  Br^  +  Civ^  =  0. 

h  -  H =0. 

ABC 


Dans  le  cas  de  la  leniniscate  ou  trouve  une  hyperbole  équilatère.  La  lemniscate  est  le  lieu  des 
symétriques  du  centre  de  cette  hyperbole  par  rapport  à  ses  tangentes;  autremcn'  dit,  elle  est  l'enve- 
loppe d'un  cercle  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  dont  le  centre  décrit  l'hyperbole. 


Solulion  analogue  par  M.  L.  P.  Uandon. 


Ed.  IIussoN  (lycée  de  Nancy.) 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 


En  prenant  pour  pôle  d'inversion  le  centre  0  de  la  lemniscate,  on  la  transforme  en  une  hyperbole 
équilatère  :  la  question  revient  donc  à  prouver  que  si,  par  le  centre  0  et  par  un  point  M  d'une  hyper- 
bole équilatère,  on  mène  les  quatre  cercles  tangents  à  la  courbe  en  des  points  autres  que  M,  cespoints 
sont  sur  un  cercle  passant  par  0. 

Soit,  en  eflet,  OMNA  un  cercle  tangent  en  A  à  l'hyperbole  :  la  corde  MN  et  le  diamètre  AOB 
sont  rectangulaires  en  H,  car  ces  droites  sont  en  direction  symétriques  de 
la  tangente  en  A,  la  première  par  rapport  aux  axes,  et  la  seconde  par 
rapport  aux  asymptotes  de  l'hyperbole.  Le  rapport  des  carrés  des  diamètres 
parallèles  à  ces  droites  est  donc  —  1.  Par  suite,  en  vertu  du  théorème  de 

Newton, 

HA.HB  _  _ 

HM.HN  ~ 
HA. HO 


Comme  d'ailleurs 


HM.HN 


I, 


H  est  le  milieu  de  OB.  M  est  donc  équidistaut  des  points  0  etB,  et,  j  ar  suite, 
son  symétrique  P,  par  rapport  au  centre,  est  aussi  équidistant  des  points  0 
et  A.  Le  point  A  est  donc  sur  le  cercle  de  centre  P  passant  par  0. 

Dans  la  lemniscate,  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  M  sont  donc  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  Q  de  OP,     Pétant  le  symétrique  de  M  par  rapport  au  centre. 

D'ailleurs  le  point  Q  décrit  une  lemniscate  qui  est.  comme  on  sait,  la  podaire  du  point  0  relative 
à  l'hyperbole  équilatère  qui  a  les  mômes  sommets  :  cette  hyperbole  est  donc  l'enveloppe  cherchée. 

Ernest  Dvporcq  (école  Monge.) 

MM.  A  itLONDHL  (lycne  d'Amiens),  L.  Huevkus  (Har-le-Diic>,  PKsnomnES  Haakulkiciier  ('ycée  Condorcel),  E.  J  c}uf.st  (Ucôc  de  Dijon),  ont  (gaie- 
ment résolu  la  queslion  t^n  omployanlla  mclliode  d'inversion. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L.V  QUESTION  U•^ 

J'ai  démoniré  géométriquement  la  propriété  suivatito  (([uestion  !•-{): 

Par  le  ccnlrc  0  d'ime  hyperbole  équilalèrc  et  un  de  ses  points  A,  on  peut  mener  quatre  eerclea  langenlx  à 
celle  courbe  en  des  points  différents  de  A  et  situés  sur  un  cercle  qui  pu  s  ^te  par  le  centre  0  et  a  pour  centre  le 
Sjimé trique  A'  de  .\  par  rapport  éi  ce  point. 

Si  nous  tran.sformons  homographiquenuMit  ce  résultat,  île  sorlo  que  les  oml)ilios  du  plan  aient 
l)()ur  transformées  les  points  h  l'infini  de  deux  droites  rectangulaires,  l'hyperbole  équilatère  se  trans- 
l'omu;  (Ml  une  coni(|ue  (C)  admettant  ces  droites  pour  axes.  !o  point  A  devient  un  pcunt  de  cette  courbe 


238  GKOMÉTUIE  ANALYTIQUE 


(a),  et  les  cercles  considérés  out  pour  transformées  les  hyperboles  d'AiJollonius  passant  par  ce  point 
et  tanp:entes  i\  la  conique  (C)  :  les  quatre  points  de  contact  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même 
byi)erbole  d'Apollonius. 

Les  normales  eu  ces  points  sont  donc  coucourcntes.  Or  chacune  d'elles  reuconire  la  normale  au 
point  X,  au  point  où  elle  touche  la  développée,  puisqu'elle  équivaut  à  deux  normales  infiniment  voi- 
sines menées  de  ce  pointa  la  conique  (C).  Inv(Msement  les  tangentes  menées  à  la  dévclojjpée  aux  points 
où  elle  coupe  la  normale  en  a,  sont  concourantes. 

Le  centre  de  l'hyperbole  d'Apollonius  correspondant  aux  pieds  de  ces  normales  est  le  symétrique 
a'  de  2  par  rapport  au  point  0.  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  coïncide  donc  avec  le  lieu 
des  points  tels  que  les  hyperboles  d'Apollonius  correspondantes  aient  leurs  centres  sur  la  conique, 
c'est-à-dire,  comme  on  le  voit  aisément,  avec  une  conique  ayant  mômes  directions  d'axes  que  la  conique 
(C)  et  passant  par  les  points  de  rebroussement  de  la  développée. 


(Ernesl  Duporcq,  École  Mongc.) 


125.  —    /"  Trouver  l'enveloppe  d'une  série  d'ellipses  concentriques  ayant  les  mêmes  directions  d'axes  et 
pour  lesquelles  la  somme  des  axes  est  constante. 
2**  Trouver  la  développée  de  cette  enveloppe. 

SOLUTION   ANALYTIQUE 
1°  L'équation  d'une  des  ellipses  considérées  étant 

-: + 'i  -1=0, 

avec  la  condition 

a  -\-  h  —  l , 

on  aura  l'équation  de  l'enveloppe  cherchre  en  éliminant  a    et   b  entre  ces  équations  et  la  suivante  : 

ce*  _  y"" 

La  première  pouvant  être  remplacée  par 

X  —  a  cos  9  ,        y  -  l>  sin  cp  , 

cos*  -:-       sin^  9       1 

la  troisième  devient  '-  ~  — r —  =  7; 

a  b  l 

d'où  l'on  déduit  que  l'enveloppe  peut  être  représentée  par  les  équations  simultanées 

X  =  l  cos'  o  ,         y  =  l  sin'  9  . 
C'est  donc  une  astro'ide. 

2°  La  normale  au  point  es   a  pour  équation 

ix  —  /  cos''  91  4-  +  (y  —  ^  sin-^  9)  -^  =  0 
^    f/9  do 

ou  (x  —  l  cos'  9)  cos  9  —  (//  -  /  sin""  9)  sin  9  =  0, 

et.  en  remarquant  que 

cos*  9  —  sin*  9  =  cos  ^o  , 

on  obtient  x  cos  9  —  y  sin  9  —  /  cos  29  —  0  . 

Cette  normale  coupe  donc  les  bissectrices  des  axes  aux  points 

/  cos  2o  /  cos  -29 

X  —  y  = T — '         X  =  —  y  —  : — » 

^       cos  9  —  sin  9  cos  9  +  sin  9 

dont  la  distance  est  il.    La  développée  cherchée  est  donc  aussi  une  astroïde. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

1»  Toutes  les  ellipses  considérées  peuvent  être  envisagées  comme  les  trajectoires  des  différents 
points  d'une  droite  mobile  dont  la  longueur  est  égale  à  la  somme  des  axes 
donnée,  et  dont  les  extrémités  glissent  sur  les  axes  donnés.  Or.  considérons 
une  droite  de  longueur  fixe  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes.  Soit  0 
le  centre  instantané  de  rotation  correspondant  à  la  position  AB  :  sa  projec- 
tion M  sur  AB  sera  le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  enveloppe. 
D'autre  part,  si  l'on  considère  la  trajectoire  du  point  M  de  la  droite  AB,  sa 
normale  en  M  sera  OM  :  elle  sera  donc  tangente  au  point  M  à  l'enveloppe  de 
AB.  Par  suite  l'enveloppe  des  trajectoires  des  différents  points  de  AB  est  l'enveloppe  de  cette  droite. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  l'enveloppe  cherchée  est  donc 

une  astroïde. 

2**  Maintenant  la  développée  d'une  astroïde  est  une  aslroïde.  Soit,  en 
effet,  CM  une  normale  correspondant  à  la  position  AB:  les  droites  AB 
et  GO  étant  également  inclinées  sur  les  axes,  les  droites  AB  et  CM  sont 
également  inclinées  sur  les  bissectrices.  Si  donc  a  et  '^  sont  les  points  où 
CM   coupe  ces  dernières  on  a 

a^  =  20G  =  2âB; 

ce  qui  montre  (\ue  la  développée  cherchée  est  une  astroïde. 

(Ernest  Duporcq,  ccole  Monge). 

fOnt  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  Bouriuen.ve  (Rouen);  L.  Gérard  (lycée  Saint-Louis);  G.  Tmbron  (lycée  Condorcel);  L.  Maurt  (répétiteur 
au  lycée  d'Alais);  A.  Blondel  (lycée  d'Ainiensj;  C.  HuooN  ;  capitaine  Barisien;  L.  Perrée  (lycée  Condorcel)  ;  E.  Guedbn  (lycée  Saint-Louis);  M"*  C. 
PoMPiLiANu  ('d  Bucarest). 

Remarque.  —  Pour  trouver  la  développée,  plusieurs  de  nos  correspondants  ont  fait  remarquer  que 
l'astroïde  est  une  épicycloïde  et  que  la  développée  d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  semblable. 
Dans  le  cas  présent,  la  développée  de  l'astroïde  s'obtient  en  construisant  une  astroïde  homolhétique 
à  la  première  dans  le  rapport  de  2  à  1,  et  en  la  faisant  tourner  de  45°  autour  du  centre. 

Enfin,  pour  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  représentée  par  l'équation 

.r  cos  -f  —  y  sin  ç  =  /  cos  2îp 
quelques  correspondants  ont  suivi  la  méthode  de  Salraon.  On  écrit  l'équation  précédente  sous  la  forme 

X  cos  cp  —  //  sin  o  =  /(cos  ?  -\-  sin  cp)(cos  o  —  sin  9) 
ou  (.r  +  //)(cos  cp  —  sin  cp)  -{-  {.v  —  y)(co8  9  +  sin  0)  =  2/(cos  9  +  sin  ©Vcos  9  —  sin  9) 

X  +  tf  X  —  y 


ou  encore 


ce  qu'on  peut  écrire  ainsi 


cos  9  +  sin  9 
X    \-   Il 


cos  9  —  sin  9 


-:    -21, 


SI 


n(^  +  9)         <-s(î-^9) 


L'enveloppe  a  donc  pour  équation 


■'■  •- 11^  '  -+-  (•'■ 


.y> 


.-=  /v/2. 


2/'. 


Romnniue.  —  La  première  partie  de  la  tiu»>slion  préciMonlo  est  un  cas  pariii-iilier  do  la  iiroposiiion  suivante. 
([ui  est  bien  couuuo  : 

Qitniid  une  courbe  (le  forme  ini'nriahlr  se  (/r/i/urc  dans  xan  plan,  son  rmeluppe  rst  h\  môme  (lue  celle  des  Irnjectoires 
(Icx  diljrrcnls  points  de  rrlti'  courl>i\  m  snppo'idnt   ipir  Ir  drpliwcmrr.l  w  drpmilr  (/»<■  dr  h  rarialion  d'un  seul  fyaramHre. 

Nous  donnons  une  démonstration  de  ce  llu'orôine  dans  la  note  suivante. 
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Sru  LA  THÉORIE  DES  ENVELOPPES 

Supposons  qu'où  douue  deux  équalions  do  la  forme 

f{.r,,/,a,p)  =  0,  (\) 

-f(.r.//,a,[i)  =  0.  (2) 

Si  l'ou  douu3  à  a  une  valeur  coustantc  y-g,  les  deux  équations 

/•(./•.//.  >„.[-.)  _  0,  (3. 

9(,r.  //,  X, ,  (^.)  =  0.  (4) 

représentent  une  courbe  dont  on  obtiendra  l'équation  eu  éliminant  S  entre  les  équations  (3)  et  (4);  soit 

¥{x,y,<x,)  =  0  (S) 

l'équation  ainsi  obtenue.  Nous  pouvons  dire  que  cette  courbe  est  définie  par  l'équation  a  =  «„  et 
nous  proposer  de  trouver  son  enveloppe  quand  ao  varie  d'une  manière  continue.  Ou  obtiendrait 
l'équation  de  celle  enveloppe  en  éliminant  a  entre  les  équalions  (1),  (2)  et  l'équation 

F,'(.r.  y,  a)  =  0.  (6) 

Or,  si  l'on  regarde  l'équation  (2)  comme  définissant  [5  en  fonction  de    a.  a:-,  y   de  sorte  que 

ri=  ■^{x,x,i/), 

ou  peut  dire  que  l'équation    F{x,  y,  a)  ^  0    est  équivalente  à  l'équation 

f[x,y,r^,'\,{ci.,x,y)]  =  0. 

On  obtiendra  donc  l'équation  (0)  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  la  fonction  /'(a;,  y,  a,  [i)  prise  par 
rapport  à  a,  en  regardant  x  et  y  comme  des  constantes  et  ft  comme  une  fonction  de  a  définie  par 
l'équation  (2);  en  d'autres  termes,  on  doit  poser 

/;:  +  /■;•«: -0, 

c'est-à-dire  Z;^'.-^,'  —  /^.çjj  —  0.  (") 

L'(!nveloppe  des  courbes  a  ==  const.  s'obtiendra  donc  en  éliminant  a  el  fi  enlre  les  équations  (1),  (2) 
et  (7).  On  en  conclut  immédiatement  que  l'enveloppe  des  courbes  ol  =  const.  est  la  même  que  l'enveloppe 
des  courbes    p  =  const. 

Cela  posé,  considérons  une  courbe  mobile,  de  forme  invariable,  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires xoyy  auxquels  elle  est  liée  invariablement,  et  dont  l'équation  est 

y  =  f{^)- 
Soit  en  outre  XOY  un  système  d'axes  fixes  rectangulaires,  et  désignons  para",,?/,  les  coordonnées  de  co 
par  rapport  au  système  fixe,  et  par  a  l'angle  de  OX  avec  mx.  Nous  pouvons  regarder  .r,  et  î/j  comme  dos 
fonctions  de  a.  Les  coordonnées  X,  Y  d'un  point  M  de  la  courbe  mobile  sont  données  par  les  formules. 

X  =  .r,  +  X  cos  a  —  f  [x)  sin  a, 

Y  =  y,  4-  ./■  sin  a  -f-  f  [x)  cos  a. 

(X,  Y)  sont  fonctions  des  deux  paramètres  x,  a. 

Si  l'on  donne  à  v.  unevaleur  constante  et  si  l'on  fait  varier  œ,  les  équations  précédentes  représentent 
la  courbe  mol)ile  du  us  une  position  particulière;  si,  au  contraire,  x  restant  constant,  a  varie,  elles 
représentent  la  liajccloire  du  point  M.  Donc,  i-n  appliquant  le  tbéorèmc  établi  i)liis  baut,  on  voit  (juc 
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Lorsqu'une  courbe  plane  de  forme  invariable  se  déplace  dans  son  plan,  les  trajecloires  de  tous  ses  points 
ont  la  même  enveloppe  et  cette  enveloppe  est  la  même  que  celle  des  positions  successives  de  la  courbe  mobile. 

Supposons  que  les  équations  (1)  et  (â)  aient  la  forme  plus  simple  : 

X  =  fi^u^)     ,     y  =  'v(-^,  ,-). 

Dans  ce  cas  l'équalion  (7)  peut  être  interprétée  géométriquement  de  la  façon  suivante.  Au  point  (a,  S) 

correspond  le  point  [x,  y).  Désignons  le  premier  par  P,  le  second  par  M.  Si  le  point  P  décrit  une 

d'i 
courbe,  la  tangente  en  P  a  pour  coefficient  angulaire  ^;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  à 

la  courbe  correspondante  est 


L'équation  (7)  est  par  rapport  à  deux  axes  Oa,  0,3,  Téquation  de  la  courbe  sur  laquelle  doit  se 
trouver  le  point  P  pour  que  la  tangente  eu  M  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M  soit  indéjiendante  de 
la  direction  du  déplacement  donné  au  point  P. 

Si  le  point  P  décrit  la  parallèle  à  l'axe  des  a,  ayant  pour  équation  p  =  '^o  ^^  point  M  décrit  une 
certaine  courbe,  que  nous  avons  appelée  la  courbe  p  =  p^.  Plus  généralement,  regardons  ^  comme 
une  fonction  de  a,  soit  p  —  'Ka)  ;  le  point  M  est  défini  par  les  deux  équations 

y  -----  cp[a,.l.(a)]  \ 

Désignons  pour  abréger  par  (E)  la  courbe  représentée  par  l'équation  (7).  Soit  Pj  un  point  commun  à 
cette  courbe  et  à  la  courbe  représentée  par  l'équation  p  =  ■\>[ol).  Les  équations  (8)  définissent  une 
courbe;  au  point  Mo ,  correspondant  à  Pq  ,  cette  courbe  est  tangente  à  (E),  on  peut  donc  énoncer  ce 
théorème  plus  général  que  le  premier  : 

Les  courbes  représentées  par  les  équations  [8},  dans  lesquelles  on  fait  varier  la  fonction  arbitraire  -l  (a\ 
sont  toutes  tangentes  à  une  même  courbe  (E). 

En  d'autres  termes,  si  l'on  considère  un  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  données 
des  coordonnées  d'un  point  paramétrique  P,  les  courbes  décrites  par  le  point  M,  quand  le  point  para- 
métrique P  se  meut  sur  une  courbe  arbitraire,  sont  toutes  tangentes  à  une  même  courbe  qu'on  peut 
considérer  comme  leur  enveloppe. 

Remauquk.  —  Pour  que  le  théorème  soit  vrai,  il  est  nécessaire  que  la  courbe  (Ei  existe.  Il  est  clair, 

par  exemple,  que  si  l'on  avait 

X-    -  a,  y  =  P^ 

le  point  M  décrirait  la  même  courbe  (^ue  P,  c'est-à-ilire  une  courbe  entièrement  arbitraire.  Dans  ce  cas 

()/■  <)?       <V"  '>i 
ùx'op  ~  ivf  dx 
se  réduit  à  l'unité. 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  est  très  facile  à  démontrer  par  une  autre  voie. 
Les  équations  x  =  /"(a,  p),  (!') 

y  =  ?(«,  ?).  (2') 

3  =-  'l{x,  p)  ('.M 

rcprcsontont  une  infinité  de;  surfaces,  si  l'on  suppose  (jue  la  foncliDn   l  {x,  p)  soit  arbitraire.  Le  plan 


2(i-2 
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tauj;;ent  en  un  point  a  pour  ('(lualion 


Pour  que  co  plan  soit  parallMo  à  l'axe  des  :;,  il  faut  et  il  sullit  (|iie  l'on  ait 

<)x  '  f'ï  ~  <)3  '  ''a 


0, 


(") 


La  Iracc  sur  le  plan  des  x}/  du  cylindre  circonscrit  dont  les  i^éucratrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z 

est  déterminée  par  les  équations  (1'),  {'i'),  (')•  Donc  toutes  les  surfaces  considérées  sont  inscrites  dans 

un  même  cylindre.  Or  les  équations  (!'),  (ï»/)  représentent  la  projection  sur  le  plan  des  xij  d'une 

courbe  quelconque  tracée  sur  une  de  ces  surfaces  et  l'on  sait  que  ces  projections  sont  tangentes  au 

contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy. 

'^  (B.  N.) 


114.  —  /•'/(?/)/  donner  luw  courbe  plane  quelconque  (C)  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy 
et  un  point  S  dans  son  plan;  on  preiid  un  po-.nt  M  sur  (C)  et  Von  mène  la  tangente  MT  à  cette  courbe  en  M. 
CeUf  tangente  coupe  l'axe  des  x  en  T,  que  l'on  joint  à  S;  la  droite  ST  coupe  l'ordonnée  de  M  au  point  N.  On 
prend  le  point  m,  conjugué  harmonique  de  Npa/-  rapport  à  M  et  à  son  symétrique  M'  par  rapport  à  Ox.  On 
demande  le  lieu  de  m  quand  M  parcourt  la  courbe  (G),  ainsi  que  la  tangente  à  ce  lieu  en  chacun  des  points  m. 

1.  _  Soient  x  et  xj  les  coordonnées  d'un  point  M  quelconque  pris  sur  la  courbe  (C);  l'équation  de 

la  tangente  MT  en  ce  point  est 

dy  .- 


y 

s(cc,3) 

^\N 

C^^ 

u\^^^ 

C 

m^   \"~\\ 

0 

P 

M' 

Y 


■^       dx  ^ 


du 
x  ^  —  y 
dx 
L'abscisse  de  T  est  donc  ; ;  par  suite  l'équation  de  la  droite 


STest 


d]i 


Y  -  &  =  (X  -  a) 


du 
dx 


{x  -  y.) 


dg 
dx 


ci  l'ordonnée  du  point  N  est 


î^v 


y  -  {x-  y.) 


dy_ 
dx 


Pm.PN  =^  PM-; 


Or  on  a,  par  hypothèse, 
donc  si  l'on  désigne  par  //,  l'ordonnée  de  m,  on  a 

?/*  —  (x 

Vi 


^     dg 

''  dx 


(1) 


L'élimination  de  y  entre  cette  équation  et  celle  de  (C)  donnerait  l'é»[uation  du  lieu  de  m.  Mais  nous 
avons  surtout  pour  objet  la  construction  de  la  tangente  mt  à  ce  lieu  et  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir 

l'équation  du  lieu  de  ///.  Le  coelTicient  angulaire  de  mt  est  — .  Or 


dx 


dii       ^ 

y      -  -ix-  %) 
dx 


d'g  _^('lg\'' 


(2) 
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clvi 
L'équaliou  de  mt  est  Y  —  y,  —  —  [x.  —  ,7). 

Cherchons  l'ordonnée  du  point  t  de  cette  tangente  qui  a  môme  abscisse  que  T,  c'est-à-dire  faisons 

d'.l 

dv 

Il  vient,  toutes  réductions  faites,  Tl  — (3) 

^   dx 
Imaginons  maintenant  une  autre  ligne  (C)  tangente  à  (C)  en  M;  pour  cette  ligne,  au  point  M, 

x,y,  —  sont  les  mômes  que  pour  (G),  mais  — ^  n'est  pas  la  même  ;  le  lieu  du  point  m  ne  sera  plus  le 
dx  ^  dx"^ 

même,  cependant  il  passera  par  le  point  w  relatif  au  point  M  considéré,  mais  aura  en  ce  point  une 

tangente  mt' ,  généralement  dillorente  de  mt.  Désignons  par 

^dHjs 


(Py\ 
dxV 


la  valeur  de  la  dérivée  seconde  de  y  par  rapport  à  x  pour  la  courbe  (C);  ou  a  maintenant 

Tr 


^dx 

Ti' 

\dxy 

Tt 

d'y 

donc 

Tt 

dx^ 
Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  (C)  et  p'  celui  de  (C)  en  M;  on  a 

d\ij  /d'il 


1  dx""  1  \dx 

et 


/  dx'-  )  (  dx-  ) 

donc  -^z=-±^,.  (4) 

T/  P 

Il  faut  prendre  +  si  le  sens  de  la  concavité  est  le  mémo  en  M  pour  (C)  et  (C)  et  —  ilans  le  cas 

contraire.  Cette  relation  très  simple  est  surtout   remarquable  on  ce  qu'elle  est  indépendante  de  la 

position  de  S  et  subsiste  même  si  lo  point  S  s'éloigne  à  l'infini. 

2.  —  Lorsque  (C)  est  une  conique  admettant  pour  a.vc  de  si/mclri'  l'arc  Ox.  A'  li>:H  d'  m  r.s7  une  droite 
qui  est  la  polaire  de  S  /k/;*  rapport  à  (C). 

L'é([natioii  de  touto  roni(|n(>  adni(>tlant  pour  axe  Ox  peut  se  mottro  sons  la  forme 

/Z"  :  -  ^/).r  -f-  ry.r', 
si  l'on  prcMid  l'onvenahlement  l'origine  laissée  quelconque  ilans  oi>  (jui  précède   On  a  donc 

dif 


l>tii 


(iÉOMETRIE    ANALYTIQUE 


donc,  eu  poilaul  ilaiis  (Ij,  on  a        y, 


Ipx  +  7.r»  —  (x  —  ix)(p  +  qx) 


ou  [i//,  :  ^  yH.r  +  3t)  +  r/xr, 

qui  est  hion  riMjiialion  di»  lu  polaire  de  S(a,  fi)  par  ia])poit  à  (Cj. 

3.  —  <'onslruction  nouvelle  du  raijon  de  courbure  d'une  coniqtX. 

Le  point  S  peut  ôtre  pris  quelconque;  s'il  est  sur  la  tangente  eu  M  à  (C),  le  point  N  et  par  suite  m 
se  confondent  avec  M.  Censitlérous  par  exemple  une  ellipse  (C)  définie  par  ses  deux  demi-axes   OA 

et  OB  en  position  et  en  grandeur.  Ou  sait  couslruire  un  point  quelconque 
de  cette  ellipse,  la  tangente  et  la  normale  eu  ce  point.  Prenons  pour  (C) 
la  circonférence  ayant  pour  centre  le  point  w  où  la  normale  coupe  l'un 
des  axes  OA  et  pour  ravon  'coM,  puis  imaginons  que  S  soit  à  l'infini 
sur  MT. 

Le  lieu  des  points  m  relatifs  à  (C)  est  la  polaire  de  S  par  rapport  à  (C), 
c'est-à-dire  le  diamètre  OM  qui  est  à  lui-même  sa  tangente,  et  celui  qui 
est  relatifs  à  (C)  est  le  diamètre  wM  ;  donc,  en  vertu  de  (i),  on  a 

T?  p 

■  —  ±  -:  et         p'  =  co:M  ; 

Tl  ? 

donc  la  couslructiou  d'une  quatrième  proportiouuelle  à  trois  lignes  faciles  à  trouver,  savoir,  T/,  T/', 

u)M,  donne  p.  rayon  de  courbure  de  C  en  M. 

4.  —  Considérons  maintenant  nue  courbe  (C)  pour  laquelle  on  sait  construire  en  chaque  point  la 
tangente,  la  normale  et  le  rayon  de  courbure  p  ou  MJ,  ou  sait  aussi  couslruire  m. 

On  prendra  pour  (C)  la  circonférence  ayant  pour  centre  le  point  m  où  la  normale  rencontre  Ox  et 
pour  rayon  coM;  le  lieu  des  points  m  relatifs  à  cette  circonférence  est  la  polaiie  de  S  par  rapport  à 

cette  circonférence,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  mt'  abaissée 
de  m  sur  wS;  elle  est  à  elle-même  sa  tangente;  on  connaît  donc 
simplement  le  point  /';  pour  avoir  /  et  par  suite  mt,  il  suffit 
d'appliquer  la  relation 

T?  _  ^  MJ 

t7  M(o 


-+-  si  ^IJ  et  Mw  sont  de  même  sens,  —  dans  le  cas  contraire. 

5.  —  Si  la  courbe  (C)  est  la  méridienne  d'une  surface  de  révolu- 
lion  ayant  pour  axe  Ox,  on  voit  sans  peine  que  le  lieu  des  points  m 
est  la  projecliou  sur  le  plan  méridien  passant  par  S  de  la  ligne 
d'ombre  propre  de  la  surface  éclairée  par  le  point  lumineux  S; 
ce  (jui   jjréicde  donnr  donc  le  moyen  de  construire  la  tangente  à  cette  projection  pour  tout  point  ?h 
relatif  à  un  point  M  pour  lequel  on  connaît  le  rayon  de  courbure  de  (C)  en  grandeur  et  en  direction,  et 
par  conséquent  aussi  la  tangente  au  point  correspondant  de  la  ligne  d'ombre  tracée  sur  la  surface. 

E.  Jablonski,  professeur  au  lycée  Charicmagne. 


120.  —  Un  donne  deux  axes  reckin(j\Uoires  et  un  cercle  C  passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  a  pour 

al) 
coordonnées     x  =   —   ^  ,     y        \-    Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  longueur  d,  passant  par  l'orirjine. 

D'un  point  de  l'axe  des  x,   dont  l'abscisse  est  p,   on  mène  les  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes.  Cela 
étant  : 
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/"  On  demande  l'équation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  dislances  aux  cordes  soit  dans 
un  rapport  donné  X  avec  le  produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes  et  le  lieu  des 
centres  des  coniques  représentées  par  l'équation  A    lorsque   a  varie; 

2''  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation   A  . 

3°  Le  rapport  À  étant  choisi  de  façon  que  la  conique  A  devienne  un  cercle,  on  demande  de  trouver  le  lieu 

du  centre  de  ce  cercle  lorsque  le  centre  du  cercle  G  décrit  l'hyperbole    x"^  +  nxy  =  —  • 

(École  Centrale,  2'  session  1801.) 
1°.  —  L'équation  du  cercle  G   est 

x'^  -\-  y^  -h  ax  +  by  —  0. 
Goupons  ce  cercle  par  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  d  et  dont  l'équation  est 

ce»  4-  y^  -  d-  '-=  0. 
Nous  aurons  l'équation  des  deux  cordes  considérées  en  formant  l'équation  des  droites  joignant 
l'origine  aux  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles;  pour  cola  nous  rendons  homogènes  les  deux 
équations  et  nous  éliminons  la  variable  d'homogénéité.  On  obtient  ainsi  le  fadeur    x"^  -h  y- ,     corres- 
pondant aux  points  cycliques,  puis  l'équation 

d^x'-  +  /y*)  -  (ax  -h  byY  -^  0, 
qui  est  celle  des  deux  cordes. 

Soient  t^  et  t^  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  droites;  ces  nombres  sont  racines  de  l'équation 

{^i^  -  b-')l''  -  labt  +  d'  -  a^  ^  0. 
On  peut  écrire  l'équation  du  lieu  demandé  sous  la  forme 

(y  -  tyx){y  -  t^x) 

v/ÛTlfKTTTI")  ^  ^  ^^  ^^^ 


{X  +  t^y  -  'p){x  +  t^y  -  p) 

V/(1  +  t\)[i  +  i^ 


-lab            d""  -  a'       .,     . 
Remplaçons     t^  +  t.^    el     t^t.^     par    — —    el    — —  ;     il  vient 

id-'  -  b-')y^  -  ^labxy  +  {d'^  -  a^)x^ 


[d'^  —  b''}(x  —  p)^  +  'lLaby[x  —  p)  +  (rf*  —  a-)y- 

L'énoucé  semble  indiquer  que  le  nombre  donné  X  est  positif;  comme  dans  la  relation  (1)  les 
radicaux  sont  précédés  du  double  signe,  nous  l'avons  laissé  devant  le  nombre  X.  Mais  pour  simplifier 
l'équation  on  peut  supposer  que  le  nombre  X  peut  être  positif  ou  négatif  el  que  sa  valeur  absolue 
seule  représente  le  rapport  considéré. 

L'équation   A   peut  alors  s'écrire 

{d^  -  a'')x-'  -  -labxy  -t-  {d'  -  b-)y-  -  A[(d-  -  b')(x  -  pY    r  ±aby{x  -  p)  -f-  {a-  -  a*)y^    :^  0. 
Prenons  les  équations  qui  déterminent  le  centre  : 

(rf'^  —  a'^)x  —  (iby  —  À[((/»  —  b'^){x  ~  p)  +  aby]  =  0, 
—  ab.r  -+■  (d^  -  b'')y  -  l[ab[.v  -  p)  +  ul'  —  ahy]  -^  0. 
En  éliminant   X   entre  ces  deux  équations  on  a  le  licii  du  cciitro.  Ou  oblicul  l'iMiuatiou 

[{d'  -  a').r  -  aby][ab[.r  ~  p)  -h  {d^'  -  </-)//]    f-  [abjc  -  {d'  -  b-)y\[{d*  -  6*i(.r  -  /<)    h  aby]  -  0, 

(luon  peut  écrire 

b'  -  a'                                   (il'  —  h-^i^  -+-  a'b' 
X'^  H ; xq  -    V'^  —  pX  -\ ;— — —  M  _  0, 


en  remarquant  ([ue  2(/*  —  a'  —6'  est  posiiil,  i)uis(iui'  il  est  une  covAv  d'un  coivlo  do  diamètre  \/a*-k-b*. 
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On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  passant  par  l'origine  et  le  point  (p,0). 

Ces  résultats  pouvaient  s'obtenir  ininiédiatenieut  en  observant  que  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport 
des  produits  des  distances  de  ces  points  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  aux  produits  des  distances 
au.v  deux  autres  côtés  est  une  conique  circonscrite  au  quadrilatère. 

Le  lieu  A  est  donc  une  conique  passant  par  les  points  ilo  rencontre  des  deux  cordes  et  des  deux 
perpendiculaires  issues  du  point  (y>,0). 

En  outre,  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  une  couique.  dite  conique  des  neuf  points,  ainsi 
nommée  parce  qu'elle  passe  par  les  points  tle  concours  des  diagonales  et  les  milieux  des  droites  joignant 
les  quatre  sommets  deux  à  deux.  Cette  conique  est  une  ellipse,  si  le  quadrilatère  est  concave,  une 
hvpurbole,  s'il  est  convexe.  Or,  le  ([uadrilatcre  formé  par  les  cordes  et  deux  perpendiculaires  est 
couvexe,  donc  le  lieu  des  centres  est  une  hyperbole. 

2'^.  —  Le  discriminant  de  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  la  conique  A  est 

[d'  -  a^  -  K  (d^  -  b-')]  [d^  -  b'  -  1  (d''  -  a-)]  -  [ab  +  laby 
ou      >»  [((/»  -  a*)  {d'  -  b-')  -  a*  b""]  -  À  [(rf«  -  a»)*  +  (d-  -  6-;'  +  2«'^']  +  id^  -  a*)  {d^  -  b^)  -  a'b' 

d'  -  a'  -  b-  d^ 


d-  d^  -  rt"  -  b' 


A  H-  I  ; 


.      .     .          ,           .         ,            .                 ,  d-  -  a-  -  b""                d'  ,,.  , 

on  voit  ainsi  (lue  les  racines  de  ce  trinôme  sont ; et -'  ^i  donc  a  est  extérieur 

fr  d'^  —  a'-  —  6' 

à  ces  racines,  le  trinôme  est  positif,  la  conique  A  est  une  h3perbole;  si  À  est  compris  entre  ces 
nombres,  la  conique  est  une  ellipse,  et  enfin  si  À  est  égal  à  l'un  de  ces  nombres,  la  conique  est  une 
parabole.  Il  y  a  donc  deux  paraboles  passant  par  les  quatre  points  considérés,  ce  qui  était  à  prévoir. 
Parmi  ces  coniques,  il  y  aura  un  couple  de  deux  droites  réelles,  ce  sont  les  diagonales  du  quadri- 
latère considéré  ;  on  aura  la  valeur  de  X  correspondante  en  annulant  le  discriminant  de  la  forme 
obtenue  en  rendant  homogène  le  premier  membre  de  l'équation  A. 

3''.  —  Pour  ([ue  l'équation  A  représente  un  cercle,  il  faut  (|ue  À  —  —  1.  On  obtient  alors  réquatiou 
(.t»  +  ])-)  (tel'  -  a'  -  b')  -  tpx  (rf-  -  b'-)  -  '2ubpy  -h  (d'  -  b^Yp''  =  0. 
Le  centre  de  ce  cercle  est  déterminé  par  les  équations 

x{M^  -  a'  -  b^)  -  p{d'  -  b'}  -^  0,  (2) 

y(2f/*  -  a^  -  b')  -  abp  =  0.  (3) 

Un  a  en  outre  la  relaliun  a-  +  nab  —  d"^  =  ^.  '  (4) 

En  éliminant  a  et  6  entre  les  équations  (2j,  (3)  et  (4)  ou  aura  l'équation  du  lieu. 
MuUi[)lioûs  les  équations  (2)  et  (3)  respectivement  par  1  et  +  n,  puis  ajoutons  : 

[x  +  nij)  (2rf«  -  a*  -  b"")  -  p  [rf^  -  6-  -t-  nah]  =  0. 
En  remplaçant  nab  par  sa  valeur  tirée  de  {\)  il  vient 

ix  +  II//  -  /;)  (2(/*  -  rt*  -  b''j  ^  0. 
Le  lieu  est  donc  une  droite  ayant  pour  équation 

X  +  ny  —  p  —  0; 
elle  passe  par  le  point  (p,())  et  est  parallèle  à  une  asymptote  de  l'hyperbole  donnée. 

]•;.   BOLRRIE.N.NE,  h    ROUCIf. 

Onl  rOsolu  la  même  question  :  MM.  E.  Guedbs  (Saint- Louis)  ;  E.  IUllard  'lycée  de  Bordeaux)  ;  I,.  Pekrée  (Condorcet). 
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QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


École  des  mines  de  Saint-Étienne  (1891). 

18.  —  Dérivées  tics  fonctions 


\/(-^ 


(cos  .t) 


1_ 


vsm  X  -h  cos  X  X 

19.  —  Limites  des  fonctions 

/cos  a;  +  a;  +  sin  x\'"^^'  ""  L  tg  px  e^—  e''"-"  .l'i"^ 

( 1        '  -r~, '  -■ — '  X  pour  oC  =  0. 

\        1  +  cosœ        /  Ltgx  x  — sino;  ^ 

20.  —  Limite  de   >n{'\/a  —  l)    quand  m  augmente  indéfiniment. 

21.  —  Étudier  les  racines  des  équations 

x''  +  x'  +  1  =  0,  x''  —  2c-  +  X  +  1  —  0,  x'  +  3x'  —  2x  -h  i  —  0,  x'  —  x^  -h  2x  +  [  —  0. 

22.  —  Construire  les  courbes  : 

(I)       //•  +  xY-  +  2//^-a;^'^0;  (VI)  ^  ~~    - 


1  +  l\ 


(li) 

î/  = 

:tX, 

X  = 

1 

-  t' 

(111) 

X  = 

1  - 

-w 

U  = 

m- 

-Ij 

(VII)  p2  L^  3  siu=  oy  +  2  siu  o  —  1  ; 

(VIII)  p  =  «  —  (;,o  +       '^ 


lU^  —   \)  '       ^  (0   —    1 

(IV)  sin  1/ -^3  sin  X-;  (IX)        p-  —  2p  cos  .y  — 1  _  0; 

(V)  y  -■  c   +  c"''  —  2;.x-  —  1 1  ;  (X)         p^  cos  y  —  2p  +  l  =  0. 

23.  —  Lieu  des  loyers  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites,  et  dont  l'axe  a  une  direction  fi\c. 

24.  —  Lieu  des  milieux  des  normales  à  une  ellipse. 

25.  —  Lieu  des  sommets  des  ellipses  passant  par  trois  points  donnés  et  dont  les  axes  sont  donnés  en  direction. 

26.  —  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  point  F  pour  foyer  et  un  point  B  pour  extrémité  du  petit  axe. 

27.  —  Écrire  que  la  droite    ux  +  yy  4-  (o  —  0  est  axe  de  la  conique  f{x,  y)  =  0. 

28.  —  Exposer  la  théorie  des  asymptotes  sur  l'exemple 

x^y  +  xy^  —  x-y  +  xy-  +  x-  y  4-  1  =0. 

29.  —  Trouver  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 
y  =  mx  ^1^  \    3  =  /)(/  +  a 
z  =^  0  }    X  ^=  ({S. 

X  li  3  T*  il  " 

30.  —  On  donne  les  deux  droites   — ^-  =  -    et    —=z-—^—/,   trouver  les  équations  des  bissectrices  de  ces  deux 

«         ?        Y  a         [i         y 

droites. 

31.  —  Uuc  droite  reste  parallèle  à  un  plan  donné  et  s'appuie  sur  deux  droites  données.  Lieu  dos  points  qui  la 
divisent  dan»  un  rapport  donné, 

32.  —  On  donne  trois  axos  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz.  Trouver  l'équation  d'un  plan  passant  par  0//  cl  faisant  30° 
avec  le  plan  .ro//.  Écjiiation  d'une  normale  ù  ce  plan.  I^quation  d'un  cùne  nyant  cette  droite  pour  axe  cl  dont  le  dcmi-auglo 
au  sonuu3t  est  de  30". 

♦ 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


134.  —  Oa  donne  ilans  un  plan  deux  coui([U('s  S,  S'  et  ileux  ])oinls  P,  Q;  on  uièue  île  ces  pointa 
dos  taugcutos  aux  doux  coniques.  Soient  A  cL  B  deux  des  points  d'intersection  des  tangentes  h  S  issues 
do  P  et  Q  (non  situes  sur  une  nH>me  taiii;(Mile)  et  soient  .V  et  B'  dtnix  points  analoj^ues  relatifs  à  S'. 

l"  Il  existe  une  conique  ^  tangenleaux  droites  AB',  B'B,  B.V,  A'A  et  inscrite  dans  le  t[uadrilatbre 
formé  par  les  langentes  communes  aux  coniques  S,  S'. 

2"  Le  point  V  étant  fixe,  quel  lieu  doit  décrire  le  point  Q  pour  ([ue  la  coniquo  il  res'e  invariable? 

û°  Examiner  le  cas  ou  le  point  P  est  l'un  des  points  communs  à  S  et  S'. 

(Mai.ism.» 
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135.  —  Soient  A,  Bel  C,  D  deux  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle.  Trouver  le  lieu  îles  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  coniques  ayant  pour 
foyers  A  et  B  et  aux  coni(iues  ayant  pour  loyers  C  et  D. 


136.  —  Calculer  la  valeur  de  l'iiitéiçrale 

I,og  sin  0  .  r/0. 

I 

137.  —  Démontrer  ({ue  l'éiiuatiou 


J: 


(A.  Durand.) 


(AuDiBERT,  à  Marseille.) 


n»'         ,       7i(n  -  if   .,      .,      n{n-\)(n-^f  n  !  )''    ,       ^^ 

X"  -+■  -  oa;"-'  +     \- ,  , —  a-x"--  +  ^ -777T a-'x""-*  +  ...-+-  V-r^  <i   ^  0 

!■'  (-2!)''  3!)'  (nîjî 


a  touh's  ses  racines  réelles. 


(AUDIBERT.) 


138.  —  On  donne  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  l'équation 

(axes  rectangulaires). 

Ou  peut  lui  mener  tl'un  point  P  trois  tangentes.  On  considère  le   cercle  C   passant  par  les  trois 
points  de  contact.  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  i)oint  P: 

1»  Pour  que  le  rayon  du  cercle  C  soit  constant; 

2"  Pour  que  le  centre  du  cercle  G  soit  sur  la  cubique; 

8"^  Pour  (jue  le  cercle  C  soit  tangent  à  la  cubique  (l). 

'139.  —  On  donne  la  courbe  représentée  par  l'équation 

//  =  a;' 
(axes  rectangulaires.) 

On  mène  à  cette  courbe  des  tangentes  par  un  point  P. 

1'^  Trouver  dans  quelle  région  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  les  tangentes  soient  réelles; 

2**  Trouver  l'équation  du  cercle  C  passant  par  les  points  de  contact; 

3"  Lieu  du  point  P  quand  le  cercle  C  passe  par  l'origine. 

*140.  —  On  considère  toutes  les  circonférences  G  pour  lesquelles  le  point  P  est  le  pôle  ne  la 
droite  D. 

1"  Los  axes  radicaux  des  circonférences  G   et  d'une  circonférence  donnée  G'  passent  par  un 
point  fixe  A: 

2''  Lieu  du  point  A  quand  la  circonférence  G'  varie. 

(Vve  F.  PiuME,  à  Bruxelles.) 

*141.  —  Ou  donne  un  angle  constant  de  sommet  A  et  uu  point  lixe  B  dans  le  plan  de  cet  angle. 
Ou  considère  un  cercle  variable  passant  par  A  et  B;  il  coupe  les  côtés  de  l'angle  A  en  D  et  E. 
1"  Lieu  du  point  M  divisant  le  segment  DE  dans  un  rapport  donné; 
2»  Lieu  du  pôle  Q  de  la  droite  DE  par  rapport  au  cercle; 
3°  Étudier  la  variation  de  l'angle  toBQ,  co  désignant  le  centre  du  cercle; 
4°  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  la  droite  oQ, 

(F.  Pradet,  à  Toulouse.) 

(Il  Celte  question  aélé  résolue  aiilrcfoisd  ms  les  iWouvelles  Antiatcs.  Nous  recommandons  ànosleoleurs  de  construire 
avec  soin  les  courbes  qu'ils  obtiendront. 


Le  Itédacleur-Géranl  :    H.  VUIBERT. 

l'ihlï   —  IMI.  t  IIAIX.  —  SlUi-l-V-ï. 


2e  Année.  N»  6.  Mars  1892. 
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SUR   LE  DEVELOPPEMENT  DES  RACINES  CARREES  EN  FRACTIONS  CONTINUES 

Par  M.  V.  dianiet. 


Le  sujet  de  cette  note  est  contenu  implicitement  dans  un  mémoire  de  mon  regretté  collègue 
Ed.  Lucas,  sur  les  fonctions  arithmétiques  (Nouvelle  Correspondance  mathématique,  tomes  3  et  4).  Le  but 
que  je  me  suis  proposé  est  celui-ci  :  former,  au  moyen  des  fractions  continues,  deux  suites,  l'une 
croissante,  l'autre  décroissante,  ayant  pour  limite  commune  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  et 
évaluer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  adoptant  un  terme  pris  dans  l'une  de  ces  deux 
suites,  comme  valeur  de  la  racine. 

Soit  a  la  racine,  à  nue  unité  près,  du  nombre  donné,?"  le  reste,  tel  qu'on  l'entend  en  arithmétique. 
En  se  reportant  à  la  théorie  générale  des  fractions  continues  (voir  par,  exemple,  Laurent,  Traité 
d'algèbre,  p.  34t  à  344  de  la  deuxième  édition),  on  voit  que  la  fraction 

a  +  '- (1) 

r  . 

2a  +  

2a  +  oT-^^ 

2a  +  ... 

est  convergente,  car  l'expression 


vn  +  l 

(2) 


(4a')"  X  2a 

tend  vers  zéro,  quand  n  est  de  plus  eu  plus  grand,  en  vertu  de  la  relation    /■  ;^  2a.    La  limite  de  cette 
fraction  est  la  racine  carrée  du  nombre  donné,  car  la  relation 


2a 


2a 


équivaut  à  celle-ci: 

r 

z  =  a  -{ 


2a 


a 
d'où  l'on  déduit  : 


z  =  v/a*  + 


p        p        p 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  les  réduites  successives  de  l'expression  (1)  i)ar      —,     -^,     p.  * .  •  •  • 

vo         Vi         vi 

1  expression  (2)  est,  comme  on  sait,  supériouro  à  l'excès  île  di'ux  réduites  successives  — ^<  ,        ".     Elle 

Q.i  +  l  Vn 

permet  doue  d'évaluer  lu  limite    suj)éricure  de  l'orrour  coiuiiiiso,  soit  par  excès,  soit  par   défaut,  en 
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,     /P„ 
aJoptaut  l'unoou  l'aulro  de  ces  doux  réduites  comme  valeur  approchée,  (^r- sera  approchée  par  défaut, 

\v« 

p 

par  exemple,   si    n  est  pair,  et,  dans   ce  cas,  -^    sera  approchée  par  excès).  Il   nous  reste   doue  à 

Uri  +  I 

développer  P„+i ,  Q„  +  i  en  l'onclions  eutières  de  a  et  de  r. 
A  cet  ellet,  considérons  la  formule  de  récurrence 

P„+,  =  2aP,.  +  r.P,._,,  (3) 

et  ohservons  que,  si  l'on  appelle  a?,,  a;,   les  racines  de  l'équation 

x^  =  2ax-  +  r, 

elle  sera  vérifiée,  quel  que  soit  l'entier  p,  si  l'on  fait 

On  doit  donc  s'attendre  à  trouver,  d'une  manière  générale, 

P„  =  aœr"  +  ^xt^", 

a,  8   désignant  des  nombres  indépendants  de   n,      p   un  nombre  entier.  Effectivement,  on  a 

X.  +  X^                Tl          o   ,                  (*i  +  ^»)'                          ^î  "^  ^2 
P,  =  a  =      \^     \  P,  -  2a^  +  r  =.  <^2 ^'^'  ^  2~' 

«  T.          D        (^«  +  ^»Ka;ï  +  a|)       XiX^iXi -i- x^)       x\  -h  xl 
Pa  =  2aP,  H-  rPu  =  ^ ^ ^ ""  2 

Il  est  donc  très  probable  que  l'on  a,  en  général, 

P-  =     '     ^    '     '  (4) 

et  pour  mettre  hors  de  doute  l'exactitude  de  cette  dernière  formule,  il  suffît  de  faire  voir  que  si  elle 
est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  n  et  pour  toute  valeur  inférieure,  elle  entraîne  la  conséquence 
suivante: 

Pn  +  I   = 


x?+'  -H  xV^ 


2 
Dans  ce  but,  on  substituera,  dans  la  formule  (3),  les  valeurs  de  P„  et  de  P„_i,  déduites  de  la  formule 

(4j,  et  l'on  trouvera  : 

,   ,.  +  ,  „^,v         r      ,  {Xi  +  X2){x'i'^^  +  x'i^^)  -  XiXiix'ï  -^  x^) 

Pn-fi   =  <^  '  C.Q.F.D. 

Cela  posé,  des  formules 

Xi  =  a  +  v/û*  -+-  ^5  x^  =  a  —  \/a*  -(-  r,  (5) 

et  de  la  formule  (4),  on  déduira 

(n  -{-  i)n       .,  {n  +  l)n{n  —  \){n  —  2)        ,,  „ 

Les  dénominateurs   Q,„  Q,,  Ou-  •  •    obéissent  aussi  à  la  loi  de  récurrence  : 

Qn+i  =  2flQ,.  +  rQ,._„ 
et  l'on  a  aussi,  pour  exprimer  Q„,   une  formule  telle  que  celle-ci  : 

g„  -^  'j.x';'"  H-  f.x^*''- 
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La  détermination  des  nombres   a,  (3,  p,    est  aussi  simple  que  précédemment. 
On  trouve,  successivement 


Va' 
0,  =  2aQ,  +  rQ 


„2 


2\/a^  +  r  2v/a*  +  7- 

(a?!  4-  rrjfa;?  —  xi)'*  —  XyX^ix^  —  x^)  x\  —  xl 


2v/a«  +  r  2v/a*  +  r 

et,  comme  précédemment,  on  démontrera  la  formule  générale  : 

2v/a*  +  r 
puis,  par  les  formules  (5), 

^        w  -H  1     _       (n  +  i)n(n  -  1)    „  ,,  ,         ,        (n  +  1)7i(n  -  1)(n  -  2)(n  -  3) 


Donc  enfin 


v/o*  -+-  r 


,.      (n  +  l)n       ,,  „         ,       (n  -h  l)n(n  —  l)(n  —  2) 
"      -^     i.2      ""^    ^"^  "^  ''^  ^  ^ i.'i.SA ■  ''^^'''  "^  ''^' 


n  +  1  (w-+- l)n(n  — 1)        „,  „        ,      (ru- l)rj(w  —  l)(n  —  "2)(n 


-3)       , 
Lo 

à  Q2n+i  2ri+i   P^ès,  par  défaut,  si  n  est  pair,  par  excès,  si  n  est  impair. 


118.  —  Résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

x"»  -1-  px  -I-  q  ==  0, 

sachant  que  l'une  des  racines  est  la  somme  des  inverses  des  deux  autres;    trouver   la  condition  qui  doit 
exister  entre  /es  coefficients  ^  et  q  pour  quii  en  soit  ainsi.  Application  à  l'équation 

X''  -  5a;  -H  2  =  0. 

(École  des  Ponts  et  Chaussées,  coxirs  préparatoires  1894.) 

Soient    Xi ,  x^,   x^   les  trois  racines  de  l'équation 

x^  4-  px  +  q  =  0, 

et  supposons  que  l'une  d'elles,  Xj  par  exemple,  soit  égale  à  la  somme  des  inverses  des  deux  autres,  de 
sorte  que 


ou  bien 

ou  encore  x^x^x^  =  x.^  +  x^.  (1) 

Mais  a-,  -+-  .f,  +  x^  =  ()  (2) 

et  XiX^Xj  =  —  q;  (3) 

donc,  on  a 

et  par  suite 

c'est-à-dire 

et,  en  supposant  q  7t  0, 


1      1 

Xi  =   —  -{-    - 

2                  8 

X^  -+■  Xg 

Xj   — 

U/jU/^Xj  ^^   O/.j    ~|—   U/^ . 

X,  -h  .f,  -\-  Xj  =  {) 

XiX^Xtf  =          (f  f 

a-,  -  7, 

g'  4-  /;<7  -h  g  =  0, 

q(q*  H-  p  -f-  1)  =  0, 

ç«  -4-  ;j  H-  1  =^  0.  (4) 
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Pour  obteuir  les  doux  autres  racines,  on  supposant  cette  relation  vérifiée,  divisons  x'  +  px  -{-  q 
par   x  —  7;  on  a  pour  (luolieut,  on  tenant  compte  île  la  relation  (4), 

x'^  -^  qx  —  \. 

L'oquation  x"  -h  qx  -  i  =  i) 

a  pour  racines  

-  9  ±  y/y»  -H  4 
x=    ^ 

Si  l'on  suppose  q  réel,  les  racines  sont  réelles;  on  vérifie  d'ailleurs,  en  considérant  l'équation  aux 

inverses 

.7  *  —  qx  -{■  \  =  0, 

que  la  somme  des  inverses  des  deux  dernières  racines  de  l'équation  proposée  est  bien  éi^ale  à  q. 

Si  l'on  suppose  q  ==  0,  on  a  l'équation  x^  -h  px  =  0,  qui  a  une  racine  nulle  et  deux  racines 
é"-ales  et  de  siiçnes  contraires;  la  somme  des  inverses  de  ces  deux  dernières  racines  est  bien  égale  à 
zéro,  et  la  condition  g  =  0  est  suffisante.  Mais  pour  que  les  racines  soient  toutes  réelles,  il  faut 
supposer  dans  ce  cas  p  <  0. 

Exemple  :  l'équation      o;^  —  5x  4-  2  —  0 

jouit  de  la  propriété  précédente,  ses  racines  sont  2,    et    —  1  rb  y/^. 

K.  LÉvY  (lycée  Janson-dc-Sailly). 

Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Audoin,  lycée  d'Augoulème;  Ijergman,  Siiinl-Louis  ;  Houruiennk,  ù  Rouen;  Louis  Biios,  à  Sainl-Girons  ; 
P.  COT.  iycéerie  Poitiers:  F.  Dli-uï.  lycée  de  lUicheforl;  !•'.  Fauhe,  lycée  de  Grenoble  ;  Ca'.agne,  lycée  de  Lyon  ;  Gbkakd,  Sainl-Louis;  Gufden, 
Saint-Louis;  James  Hais,  lycée  Hoche;  J.  Kitte,  lycée  de  Toulouse;  R.  Leheui-,  lycée  de  Rouen;  L.  Pebrée,  Condorcel;  Louis  Sallb,  lycée  d'Al- 
ger; Vazou,  professeur  au  collège  de  Falaise;  G.  u.  Vekrina,  à  Voliri;  c.  Wavuant,  maîlre  répétiteur  au  collège  de  Draguignan. 


0. 


127.  —  Prouver  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que   la  forme  biquadralique 
f  (x,  y)^  Aox*  +  4A,x3y  +  6A,x*y*  +  4A3xy'  +  A,y* 
soit  la  somme  des  quatrièmes  puissances  de  deux  formes  linéaires,  eut  la  suivante  : 

Aq  Aj  Aj 

A,  Aj         A3 

Aj  A3         A^ 

C'est  aussi  la  condition  pour  que  le  faisceau  f  (x,  y)  —  0  soit  harmonique.  Montrer  directement  qu£  les 
deux  questions  se  ramènent  l'une  à  l'autre. 

\°  La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  supposons  que  l'on  ait 

AoX*  4-  Ak^x'y  +  Gk^xY  +  4A3XJ/3  -+-  A,^'  =  (ax  +  pyY  +  (a'x  -^-  p'yY  ; 

ou  en  déduit 

Ao  =  a*      ■+-  a'* 

A,  =  a»|3   +  ol'^P' 

A,  =  a«fi» -+- a'»p     }  (1) 

A,  =  api   ■+■  a'^'» 

A,  =  (3*      -f-r 

Un  peut  toujours  déterminer  trois  nombres,  m,  n,  p  tels  que 

wv.»  +  nap    -+-  pf>»  :=  U, 

m-x"'  -h  /ia'ft'  +  p\i'^  —  0  ; 

multiplions  alors  les  trois  premières  relations  du  système  (1)  par  m,  ?i,  p  respectivement,  et  ajoutons 
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faisons  de  même  pour  les  trois  intermédiaires,  puis  pour  les  trois  dernières;  on  obtient 

mAo  +  nAj  4-  /jA^  —  0  \ 

wA,  +  71  Aj  -I-  pks  =  0  >  (2) 

mk^  ■+■  nAj  +  pki  =  0  ) 
donc  le  déterminant  A  est  nul. 

2"  La  condition  est  suffisante.  —  Supposons  A  =0;  on  peut  alors  déterminer  trois  nombres  non  tous 
nuls,  m,  n,  p  satisfaisant  aux  relations  (2).  Remarquons  d'abord  que  si  l'on  suppose  m  =  0  et  p  =  0, 
n  étant  difîôrent  de  zéro,  les  relations  (2)  donnent  A,  =  0,  Aj  =  0,  A3  =  0,  et  par  suite 

fix,  y)  =  Ao.x*  + A»y*; 

la  forme  est  bien  alors  la  somme  de  deux  quatrièmes  puissances.  On  peut  donc,  en  écartant  ce  cas 

particulier,  supposer  que  l'un  au  moins  des  deux  nombres  m,  p,  soit  par  exemple  p,  est  différent 

de  zéro. 

Or  le  trinôme    mx^  ■+-  nxy  -+■  py"^      s'annule  pour  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y,  les 

valeurs  de  chaque  système  étant  déterminées  à  un  facteur  arbitraire  près.  Soient  u,  v  et  m',  v   deux 

systèmes  de  solutions  ;  on  aura 

mw*  -<-  nv.v  +  pv"^  =  0,     | 

mu' 


i'^  -f-  nu'v'  +  pv"^  =  0.     ) 


Déterminons  deux  nombres  X  et  \'  tels  que 

Ao  =  }m'  +  l'y'',  (4) 

Al  =  luh^  4-  l'u'h^'.  (5) 

Ajoutons  ces  relations  membre  à  membre  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  m  et  n\\\ 

vient,  en  tenant  compte  de  (2)  et  (3), 

pk^  =  (Xw'i'*  -1-  \'u"'v"')p, 
et  comme  p  ;zf  0. 

A^  =  lu'^v''  -1-  hu"'v"'.  (6) 

Ajoutons  de  même  (5)  et  (C)  respectivement  multipliées  par  m  et  n;  ou  en  déduit 

A  3  =  luv^  -+-  X'^<'t''^  (") 

et  enfin  A^  =  Xv*  +  XV*.  (8) 

Remplaçons  dans    fix,  y)     les  coefficients  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (4^,  (a),  (0),  (")  et 

(8);  on  a 

f{xy)  ^  X{ux  -h  vyY  -+-  y{ux  ■+-  v'yY. 
Le  théorème  est  démontré. 

Cas  d'exception.  —  Pour  que  cette  démonstration  subsiste,  il  faut  ([u'on  puisse  résoudre  les 
équations  (4)  et  (5)  par  rapport  à  X  et  X',  c'est-à-dire  que 

(uv'  —  Vit')  7^  0, 

car  ni  u   ni  u'  no  peuvent  Hro.  nuls  puisque  /)  ;zf  0. 

Cotte  condition  exige  (jne  le  trinôme  mi-  -f-  n.vy  -f-  p//*  ne  soit  p;is  carré  parfait,  c'esl-à-diro 
que    n*  —  Amp  -^  0. 

Dans  le  cas  où     n*  —  4m/)  =  0 ,   |la  démonstration  n'a   plus    lieu  et  il  est  aisé  do  voir  que  dans 

cette  hypothèse  la  forme  n'est  pas  réductible  ;\  une  somme  de  deux  quatrièmes  puissances. 

Si  en  effet  on  suppose 

mx"^  -f-  n.ry  4-  /)j/*  :^  (ax  4-  Jîy)*, 
ou  en  déduit 

m  —  a',         n    -  2ap,         /)  —  B« 
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et  les  rolations  Ci)  deviennent 

Aoa»  +  2A,ap  -f-  A,S«  =    0, 

A,a^  4-   2A,ap  -H  AjP»  =   0, 
A,x-  4-  -2A,a[5  4-  A^ji»  =   0. 
Elles  montrent  que  les  dérivées     f^2,  f'^,j,  fyi     ont  un  facteur  linéaire  commun;  par  suite,  la  forme 
f{x,  y)  admet  un  facteur  triple,  de  sorte  que 

/•(x,  y)={^x-  ayYinx  +  vy). 
Dans  ces  conditions,  f{x,y)  ne  peut  èlrc  réduite  à  une  somme  de  deux  quatrièmes  puissances, 
car  dans  ce  cas  elle  serait  décomi)osable  en  un  produit  de  quatre  facteurs  distincts. 

La  théorie  des  racines  égales  nous  montre  (|ue  a  et  [i  ainsi  que  m  et  v  sont  des  fonctions  entières 
et  rationnelles  des  coelïicients  de  /'(.r,  y)\  cette  forme  est  donc  réduclible,  c'est-ù-dire  décomposable  en 
nu  produit  de  deux  fadeurs  dont  les  coellicients  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  coeffi- 
cients lie  la  forme  donnée.  On  doit  donc  considérer  la  réciproque  comme  établie  dans  le  cas  d'une 
forme  biquadratique  irréductible. 

On  sait  iiue  A  —  0  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  faisceau  de  droite  repré- 
senté par  l'équation  f'(x,  y)  =  0  soit  harmonique  (B,  Niewenglowski,  Algèbre,  tome  II,  p.  2ol).  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  deux  questions  se  ramènent  l'une  à  l'autre.  En  effet,  si  le  faisceau  est  harmonique, 
on  a,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  fonctions  linéaires, 

f{x,  y)  =  PQ  (P  +  Q)  (P  -  Q) 
ou  f{x,y)  =  'PQ(V--  Q^). 

Si  l'on  pose   Q  —  j'K,   on  peut  écrire 

Or  PR  (P"^  +   ^')  -  g  *P  +  1^)'  -  8  (P  -  ^)"- 

donc  /-(ce,  y)  =  g  (P  -  *Q)*  -  ^  (P  +  *Q'*- 

Réciproquement,  soit        f{x,  y)  =  P'  -  Q»  ^  (P^  +  Q*)  (P^  -  Q'\ 
Posons  P  +  O  =  R  P  -  Q  ^  /S; 

il  vient  f{x,y)  =  '-{R'-S^)RS, 

ce  qui  montre  que  le  faisceau  est  harmonique. 
[Les  solutions  envoyées  ue  sont  pas  complètes.] 
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107.  —  Deux  tares  dunl  l'un  a  pour  méridienne  la  bcclion  de  l'autre  par  un  plan  bitangent,  se  coupent 
suivant  deux  cercles,  et,  en  outre,  suivant  une  courbe  plane  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des 
deux  axes. 

Prenons  pour  origine  le  centre  d'un  des  tores  et  pour  axe  des  z,  l'axe  de  ce  tore.  Son  équation  sera 

(x*  +  y*  +  z^  +  a^  -  R*)-  -  4a»(a;*  +  y»)  =0.  (1) 

Menons  un  pian  quelconque  par  le  centre;  on  peut  toujours  le  supposer  perpendiculaire  au  plan 
des  X3;  soit  x  =  mz  (2) 
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son  équation.  Cherchons  l'équation  de  la  surface  déterminée  par  la  rotation  de  la  section  du  tore  par 
ce  plan  autour  de  la  projection  de  l'axe  du  tore  sur  le  plan  sécant. 
Un  parallèle  de  cette  surface  aura  pour  équations 

a:»  -h  j/^  4-  2^  r=  X,  (3) 

mx  +  3  =  [7..  (4) 

Ecrivons  que  ce  parallèle  rencontre  la  courbe  définie  par  les  équations  (1)  et  (2);  pour  cela  éliminons 
Xf  y,  z  entre  (1),  (2),  (3)  et  (4).  L'équation  (1)  donne 

(À  +  o*  -  R*)^  -  4a\A  -  z^)  r=  0.  (o) 

Les  équations  (2)  et  (4)  donnent  (m^  +  l)z  =  u.  ;  (G) 

éliminant  z  entre  (5)  et  (6),  on  obtient  la  condition 


(X  +  a^  -  R2)«  -  \a4l  - 


Par  suite  l'équation  de  la  surface  est 


=  0. 


(x^  +  u'^  -h  z^  +  a'  -  'R^f  -  4(A  X*  +  V'  -h  s*  -  ^^"^  "*"  y  1  ^  o_ 

L'intersection  de  rette  surface  et  du  tore  se  trouve  sur  la  surface  définie  par  l'équation 

(mx  ■+-  zy 


0) 


4a*(a'*  -f-  if)  -  4a' 


y. 


=  0, 


obtenue  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (1)  et  (7)  ou 

(mx  +  zy  -  (m*  -+■  iyz^  =  0 

ou  encore  [mx  -h  z  -h  (m*  +  1)2]  [mx  +  3  -  (m^  ■+■  i)z]  —  0. 

ou  enfin  m{x  —  mz)  [mx  +  (m*  +  2)3]  —  0. 

Par  suite,  l'intersection  se  compose  de  deux  courbes  planes,  situées  dans  les  plans  ayant  pour 
équations  :  x  —  mz  =  0,  (ce  qui  était  évident  a  priori) 

et  mx  +  (m*  +  ^)z  —  0. 

qui  représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  des  xz,  c'est-à-dire  au  plan  des  axes  des  deux  surfaces. 
Si  le  plan  x  —  mz  est  bitangent  au  tore,  on  a  le  théorème  énoncé. 

L.  P.  Randon,  (lycée  Louis-le-Grand.) 

[M.  r.  Kaure,  à  Valence,  i"  icsolu  la  momc  question.] 


110.  —  A  e/  B  sont  les  foyers  d'une  ellipse  fixe  E.  Une  conique  C  ayant  un  de  ses  foyers  au  point  A 

louche  l'eUipxc  et  passe  par  le  point  B. 

On  demanda;  de  trouver  par  l'analijse  et  la  géométrie  : 

4"  Le  lieu  du  second  foyer  de  la  conique  C; 

2"*  Le  lieu  des  extrémités  du  <jrand  axe  de  cette  courbe. 

(Ecole  des  mines  de  Sainl-Elienne,  4S9t.) 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

Prenons  doux  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  A.  AB  étant  la  direction  positive  de  l'axo 
des  X,  et  désignons  par  2a,  26 ^et  2c  les  longueurs  des  axes  et  la  distance  focale  de  l'ellipse  E.  Loc} na- 
tion de  cette  courbe  peut  s'écrire 

/c  />S* 

X*  -h  y*  --        X  +  -  )  • 
\a  aj 
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Soit  maintonant  x*  -h  y*  =  {Ix  +  my  +  h,*  (1) 

l'équation  d'une  conique  C  ayant  jmur  foyer  le  point  A.  En  retranchant  ces  deux  équations,  ou  obtient 


/c  0  \' 

l-  X  -\ )    —  ll.r  -+-  my  +  h}*  =  0, 

\a  al 


équation  qui  représente  les  deux  cortles  communes  aux  deux  coniques  qui  passent  par  le  point  de 
rencontre  des  directrices,  et  p  >ur  que  les  deux  coniques  soient  tanp^entes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une 
de  ces  cordes  soit  tani^entc  ù  l'i-llipse  E. 

Considérons  la  corde  qui  a  pour  équation 


(->') 


h"- 
mil  -\ h  /i  =  0  ; 


pour  écrire  qu'elle  est  tangente  à  l'ellipse,  je  transporte  l'origine  au  centre  (c,  0)  de  celte  courbe  et 

j'utilise  la  condition  connue 

a'u''  4-  hH-''  —  w"^  ^  0. 
L'équation  de  la  corde  devient 

(--+-/)  x  4-  my  -f  le  -\-  h  +  a  =  0. 

et  nous  devons  avoir  (al  -4-  c)"^  +  />''m*  =  (le  -h  h  +  rt)^ 

relation  qui  peut  s'écrire 

ft'^,/i  +  ,»»  -  1)  -  h[2lc  4-  h  -+-  2r/)  =  0  .  (2) 

En  écrivant  que  l'autre  corde  est  tangente  à  l'ellipse,  on  obtiendrait  une  relation  qui  se  déduirait 
de  (2),  en  changeant  les  signes  de  /,  m  et  li.  Mais  comme  l'équation  (1)  ne  se  modifie  pas  par  un  tel 
changement  de  signes,  on  peut  se  borner  à  considérer  la  relation  (2). 

Il  faut  encore  écrire  que  la  conique   C   passe  par  le  point   B,    ce  qui  donne 

ic»  =  Clic  +  hy 
ou  'ilc  +  h  =  2r'£  ,  (3) 

en  posant    :  =  ±  I  ;    et  cela  nous  permet  d'écrire  la  relation  (2)  sous  la  forme 

/)»(/«  +  m^  -  I  )  -  ^h(a  +  et)  =  0  , 
ou,  en  observant  que  b'^  =  a"^  —  c^  , 

(a  _  ci){l^  -t-  m'  -  1)  -  2/j  =  0  .  (4) 

L'équation  (i)  peut  donc  être  considérée  comme  l'équation  générale  des  coniques  G,  les  para- 
mètres  /,  m,  h  satisfaisant  aux  conditions  (3)  et  (i). 

En  outre,  il  est  aisé  de  voir  que  si  e  =  +  1,  la  conique  est  une  hyperbole,  et  si  e  ==  —  1  ,  la 
conique  est  une  ellipse. 

En  effet,  le  genre  de  la  coi^que  est  donné  par  le  signe  de   Z'*  -+-  m»  —  1,    ou  celui  de  h   d'après 
ou  celui  de    t  —  l   d'après  (3).  Mais  de  (4)  on  tire 

(a  -  C£)TO«  =  (a  -  ct){\  -  /»)  +  4c(£  -/)  =  (£-  l)[(a  -  ct){t  +  l)  +  k]. 

.                         ae  +  3c 
Or,  /  (lovant  rendre  le  second  membre  positif,  doit  être  compris  entre  les  racines     e    et — 

ne  4-  3c 

Or,  si    c  —  +  I  ,  on  a  £  >  —    — ; 

(l  —  Ce 

on  doit  donc  avoir   e  >  /,    pir  suite     /*  -h  m-  —  1  >  0,     et  la  conique  est  une  hyperbole. 

ai  4-  3c 


Si    t        —  1.    on  a  t  < 


a  —  ('£ 


par  suite,  on  doit  avoir   e  <  /,    ou    /»  +  m»  -  1    :  0,   et  la  conique  est  une  ellipse. 
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1°.  —  Pour  avoir  les  coordonnées  du  deuxième  foyer  de  la  conique  C,  je  cherche  les  coordonnées 

du  centre  en  résolvant  les  équations 

X  =  /(te  +  mi/  +  A), 

y  =  m{lx  +  my  +  h), 
d'oti  l'on  déduit  sans  peine 

—  Ih  —  mh       ^ 

^  ~  /*  +  m^  -  1  '  ^  ~   /«  -+-  m*  —  i  ' 

ou,  en  y  remplaçant  l^  +  m"^  —  \   par  sa  valeur  tirée  de  (4),  et  doublant  ces  coordonnées,  on  a  celles 

du  foyer 

X  =  —  l{a  —  cz)  ,        y  =  —  m{a  —  ct) .  (^^ 

En  éliminant  /,  m,  h   entre  (3),  (4)  et  (5)   on  aura  l'équation  du  lieu.  De  (3)  je  tire  la  valeur  de   h 
et  je  remplace  dans  (4)-;  il  vient 

(a  —  C£)(/^  +  m*)  -f-  4c/  —  (a  —  et)  —  ïct  =  0  . 

En  remplaçant  dans  cette  relation   l  et  m   par  leurs  valeurs  tiiées  de  (4),  on  obtient,  toutes 

réductions  faites, 

(x  -  2c)'»  +  7f  =  {a  +  C£)^ 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  cercles  ayant  pour  centre  le  point  B   et  pour  rayons  a  dr  c. 
Le  cercle  de  rayon   a  +  c   contient  les  foyers  des  coniques    C   qui  sont  des  hyperboles;  le  cercle 
de  rayon  a  —  c  contient  les  foyers  d'ellipses. 

Remarquons  aussi  que  les  centres  de  ces  coniques  décrivent  deux  cercles  qui  ont  pour  centre  le 

CL   —   C 

milieu   0   de   AB   et  dont  les  rayons  sont  égaux  à — 

2°.  —  Nous  allons    montrer  que  la  longueur  de  l'axe  focal  des  coniques  G  est  la  même  pour  les 
ellipses,  et  aussi  la  même  pour  les  hyperboles. 
L'équation  de  l'axe  peut  s'écrire 

-  ==  ^  =  ^, 
/       m       c 

p  désignant  le  rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  cet  axe,  et  e  l'excentricité,  qui   est  égale  à 

\/l*  -h  JH*.   En  remplaçant  dans  l'équation  de  la  conique  (1)  .t  et  //  par  —  et   — ^  »    on  obtient  l'équalion 

p»(l  —  e»)  -  2/icp  -  /?*  :-  0, 
qui  donne  les  rayons  vecteurs  des  extrémités  de  l'axe.  On  on  lire 

he  h 

_        Ac                                                                                                                                          ha  —  ce 
Or   - — ^  est  le  rayon  vecteur  p,  (lu  centre  ;  d'autre  part,  la  rolation(4j  nous  donne    -^  — -^ — ; 

par  suite 

.    a  —  Ct 


Il  eu  résulte  (jue  le  lieu  dos  extrémités  de  l'axe  est  une  conchoïdo  du  lion  du  coulro,  et  comme  le 
oenire  décrit  deux  cercles,  le  lieu  se  compose  de  deux  conchoïdos  doceicle. 

fl  -f"  c 
Les  sommets  des  hyperboles  décrivent  une  conchoïdo  du  corolo  do  contre  0,  do  rayon     — —,     la 

longueur  constante  étant     — - — ■.     Les  soniiuots  dos  oUipsos  décrivent  uiio  conchoïdo   tlu   oorcle  do 

centre  0,  de  rayon   - -^r — ,    la  longueur  constante  étant   ^^• 
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SOLUTION   GEOiM ETRIQUE 

Imaginons  d'abord  une  ellipse  C  tangente  à  l'ellipse  donnée  E  au  point  M.  Comme  la  tangente  en 
ce  point  aux  ileux  courbes  est  bissectrice  extérieure  des  rayons  vecteurs,  le  second  loyer  F  de  l'ellipse 
C  se  trouve  sur  la  droite  MB,  et  entre  le  point  M  et  le  point  li,  puiscjne  celte  ellipse  passe  par  le  pointB. 
Les  deux  points  B  et  M  étant  sur  l'ellipse  C,  on  a 

AM  +  MF  =  AB  +  BF, 

ou  en  ren.plarant  MF  par   MB  —  BF   et   AM  +  MB    par  2a,  il  vient 

BF    :  «  -  c. 

Le  lieu  du  poiut  F  est  donc  un  cercle  de  centre  B  et  de  rayon  a  —  c. 

De  plus,  le  grand  axe  de  l'ellipse  est  égal  à  AB  4-  BF,  c'est-à-dire  à  a  -t-  c;  comme  le  centre 
décrit  aussi  un  cercle,  le  lieu  des  sommets  du  grand  axe  est  uueconchoïde  de  cercle. 

Soit  maintenant  une  byperbole  C  tangente  en  M  à  l'ellipse  E,  ayant  pour  foyer  le  point  A  et 
passant  par  B.  Le  tleuxième  foyer  F'  est  encore  sur  la  droite  MB,  mais  dans  la  direction  opposée.  De 
plus,  comme  M  et  B  sont  deux  points  de  la  courbe  et  que  la  droite  MB  passe  par  un  foyer,  ces  deux 
points  appartiennent  à  des  branches  difl'érentes,  et  l'on  a 

BF'  -  AB  =  MA  -  MF', 

ou,  en  remplaçant  MF'  par   BF'  —  MB    et    MA  -1-  MB  par  2a, 

BF'  =  a  +  c. 

Le  lieu  du  poiut  F'  est  un  cercle  de  centre  B  et  de  rayon  a  -k-  c. 

De  plus,  l'axe  focal  de  cette  hyperbole  est  égal  à  BF'  —  AB,  c'est-à-dire  îi  a  —  c\  comme  le 
centre  décrit  aussi  un  cercle,  le  lieu  des  sommets  est  une  conchoide  de  cercle. 

(OntiéSi)lu  celle  qucslion  :  MM.  E.-.\.  Baiiisien  cl  E.  Bourrienne,  à  Kouen.) 


AUTRE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  110 

Si  une  conicjue  C  a  pour  foyer  A  et  passe  par  le  point  B,  on  sait  (voir  Nouvelles  Annales  1866, 
p.  143,  note  de  M.  Picquet)  que  le  cercle  principal  de  G  est  tangent  au  cercle  principal  de  l'ellipse  E 
et  au  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre.  En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  symétrie 
de  l'ellipse  E,  et  posant  AB  =  2c,  2a  et  26  désignant  les  axes  de  l'ellip.'-e  E,  on  voit  que  le  cercle 
principal  de  C  a  une  équation  de  la  forme 

.X*  -I-  u"^  —  a"^  +  l{x  cos  y.  +  y  sin  a  —  a)  —  0. 

Exprimons  qu'il  est  tangent  au  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  : 

as»  +  y*  -  c*  =  0. 

L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  a  pour  équation 

c*  —  a*  +  l(x  cos  CL  +  7j  sin  y.  —  a)  —  0. 

Cette  droite  doit  être  tangente  au  second  cercle;  donc 

c-  —  a*  —  }.a  -^  tic, 
£  désignant  :ir  1  ;  ce  qui  donne 

c^  -  a^-  l{iC-\-a). 

Si  £  —  -h  1 ,  on  a  X  =      c  —  a, 

etsi      £=  — 1,  X=—c  —  a, 

c'est-à-dire,  dans  tous  les  cas, 

"k  —  se  —  a. 
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L'équation  du  cercle  principal  de  la  conique  G  est  donc 

x'^  +  y^  —  a'^  -h  {tc  —  a){x  cos  a  +  ?/  sin  a  —  a)  =  0,  (1) 

de  sorte  que  son  centre  a  pour  coordonnées 

(a  —  £c)  cos  a                    {a  —  ec)  sin  a 
^0= ^ yo=  72 '  (2) 

et  par  conséquent  les  coordonnées  du  second  foyer  sont 

x=  (a  —  tc)  cos  a  +  c,         y  ~  {a  —  tc)  sin  a. 

On  aura  le  lieu  du  second  foyer  en  élimiuant  a  eutre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

{x  -  cf  +  if  =:  (a  -  icy. 

On  obtient  ainsi  deux  cercles  ayant  le  point  B  pour  centre  commun,  et  dont  les  rayons  sont  a  +  c  et 
a  —  c. 

Le  cercle  de  rayon  a  -^  c  touche  l'ellipse  E  au  sommet  le  plus  voisin  de  A,  de  sorte  que  tous  les 
points  du  lieu  autres  que  ce  sommet  sont  extérieurs  à  l'ellipse;  ce  cercle  correspond  donc  à  des 
coniques  C  du  genre  hyperbole.  Le  cercle  de  rayon  a  —  c  correspond  à  des  ellipses. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire 

/         (a  —  £c)  cos  a\2        /         (a  —  se)  sin  %\^       [a  -h  ec)" 


2       ;  +  V"  -        "2       7-4 

Le  centre  de  ce  cercle  décrit  le  cercle  défini  par  l'équation 

,.^^  +  2/^^(^^-i^,  (3) 

et  son  rayon,  égal  au  demi-axe  focal  de  la  conique  C,  ayant  une  valeur  constante  — —  >  le  lieu  des 
sommets  de  l'axe  focal  de  la  conique  G  se  compose  de  deux  conchoïdes  de  cercle,  le  pôle  étant  le 
point  A  et  la  constante  étant  égale  à 


2 


On  peut  obtenir  l'équation  de  cette  conchoïde  en  éliminant  a  entre  l'équation  (1)  et  l'équation  de 
la  droite  AF,  c'est-à-dire 

(x  4-  c)  sin  a.  —  y  cos  a  — (4) 

a  —  £C 

Les  équations  (1)  et  (4)  déterminent  sin  a  et  cos  a,  et  en  portant  leurs  expressions  dans  la  relation 

sin'*  a  -t-  cos'  a  =  1 , 
on  obtient  l'équation  du  lieu.  On  trouve  ainsi 

(a  —  £c)''(x-'^  +  !/'*  +  cxy  =  y*[x*  +  y'^  +  ^cx  —  tnc\'  4-  {{x  -h  c){x^  +  //  -  nw)  -  âc//*]^ 
En  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière  que  A  soit  la  nouvelle  orii;ine, 
l'équation  devient  : 

(a  —  zcY[x^'  -\-  y'  -  cx]^  —  y'^x'^  +  y'  -  r-  —  mc^  -H  [.r{x'^  -1-  »y»  -  "Icx  4-  c«  —  tac)  —  tcy^Y- 
Les  points  cycliques  sont  dos  points  triples  et  pour  chacune  des  deux  courbes  le  point  A  est  un 

point  do  rebroussement,  la  tangente  étant  l'axe  dos  .r. 

AiZKRAM  (Louis-lo-("trand). 

M.  Laïuhin  (lycée  Louis-lo-(rrand),  a  obtenu  l'éiiuation  ilu  d(>ruior  lieu  sous  une  autre  forme. 
L'équation  du  cerclo  dont  ou  cherrho  la  conchoïde  est,  rapportée  ù  deux  axes  rectangulaires 
passant  par   A,    AH   étant  l'axe  des    x, 

{x  —  cY  +  //»  =  ^ — - . 
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Si   a,  p   sont  les  coonio'inéos  iriin  i)oiiit  de  ce  cercle,  .x"  et  1/  étant  les  coordonnées  d'un  point  du 

lieu,  on  a 

(a  -  £c)» 
(a-ci»  +  p*.-  ^,  (1) 

a//  -  [ix  =  0,  (2) 

(X  -  a)'  +  (,V  -  P)«  -^^■^^^^'  (3) 

Il  s'agit  d'éliminer  a  et  (î.  En  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (1)  et  (3)  on  obtient 

2(c  —  a;)  a  —  2[îiy  =  eac  —  x^  -  y""  +  c*.  (4) 

De  (-2)  et  (4)  on  tire 

xix*  +  y*  —  c*  -  £ac)  r/  (x^  4-  //'^  —  c-  —  tac) 

a  =  — ; S  =r   ■ — . 

^  (X*  +  If  —  c,f)  '^  2  (ac'^  +  j/'^  —  ex) 

Portons  ces  expressions  dans  l'équation  (l);  il  vient,  après  transformations  immédiates, 

(u;'  -+-  y^)  (x»  -f-  y-  —  c*  -  eacy  —  Ac.rÇc'^  -+.  //^  _  c«  —  tac)  (.r»  +  i/^  —  ex) 

=  (a  —  3ec)  (a  +  ec)  (a;'*  ■+■  y-  —  ex)"". 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  qui  correspond  h  &  —  +  \  se  décompose,  quand  a  =  3c,  en  un  cercle 

x""  +  y^  -  4c»  =  0 
et  une  cardioïde 

(x^  4-  !/»)*  -  4cx  (aj»  +  (/*)  -  4c»//*  =  0. 

Ces  résultats  sont  d'ailleurs  évidents  géométriquement. 


124.  —  Étant  donné  un  (riingle  ABC,  on  con.<iidèro  toutes  les  hyperboles  équilalères  H  conjuguées  à 
ce  triangle.  Trouver  le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  conique  fixe  G  et  aux 
hyperboles  H,  ainsi  que  l'enveloppe  des  cordes  communes  à  ces  coniques. 

1°  Prenons  le  triangle  donné  pour  triangle  de  référence  et  soit 

Au»  +  A'r»  +  k"w^  +  '2.BVW  +  2B'wu  +  2B"uy  =  0,        '  (G) 

l'équation  tangentielle  de  la  (ionique  (G). 
L'équation 

U»  V*  IV^ 

-  +  -  +  -  =  0  H) 

a         p  Y 

représentera  une  hyperbole  équilatère  conjuguée  au  triangle  ABG,  si 

a  +  (3  -+-  Y  =  0.  (1) 

Soit  ux  4-  vy  +  wz  =  0,  (2) 

l'équalion  de  l'un  des  points  de  concours  des  tangentes  aux  coniques  (G)  et  (H).  Eliminons  w  entre  les 
équations  (C)  et  (2).  ce  qui  donne 

(A"x»  +  A^»  -  2B'xz)u»  +  2(B":;»  +  A"xy  -  Bxz  -  B'yz)uv  4-  (A'i/»  4-  A'z»  -  2By:;)y»  =  0, 

puis  entre  les  équations  (H)  et  (2),  d'oii  l'on  déduit 


/z^       x\  ,        "Ixy  /5»       y»\    ,        - 

(  -  4-  -  ju»  H uv  -l-(-   4-   -  j  V»  =  0. 


Ges  deux  équations  déterminent  les  coordonnées  u  et  y  des  tangentes  aux  deux  coniques  (G)  et  (H) 
issues  (lu   |)oint  x.  y,  z\   elles   doivent  donc  être  identiques  si  ce  point  est  un  ombilic.  En  identi- 
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fiant  on  obtient  aisément 

as         p.v'        ■'{s" 

yz       zx       xy 
en  posant  s   —  Bac*  +  Ayz   —  B'xy  —  B'xz, 

s'  =  B'y*  +  k'zx  —  B"yz  —  Byx, 

s"  =  B"2*  +  A."xy  —  Bzx   —  B'zy  ; 

et  portant  des  valeurs  proportionnelles  à  a,  p,  y  dans  la  relation  (1),  on  obtient  l'équation  du  lieu  : 

yz       zx       xy 
—  +  —  H-  -r  =  0. 
s         s  s 

Le.  lieu  est  donc  une  courbe  du  sixième  degré,  qui  passe  parles  som;nets  du  triangle  de  référence, 
parles  points  commuas  aux  coniques  s,  s',  s'  considérées  deux  à  deux  par  les  points  d'intersection 
du  côté  BG  avec  les  coniques  s',  s",  etc. 

2°  Pour  obtenir  l'enveloppe  des  cordes  communes  nous  emploierons  une  méthode  analogue.  Soient 
ax""  ■+■  ay  +  a's*  +  2byz  -h  W zx  +  Wxy  =  0,  (G) 

et  <x.x'  +  [%*  +  y:;^  =  0.  (H) 

les  équations  ponctuelles  de  la  conique  (G)  et  de  l'hyperbole  équilatère  conjuguée  au  triangle  ABG, 
Représentons  par 

ux  +  vy  +  wz  —  0,  (3) 

l'équalion  d'une  sécante  commune  à  ces  deux  courbes.  Éliminons  z  entre  les  équations  (G)  et  (3);  le 
calcul  est  identique  au  précédent  et  l'on  trouve  comme  plus  haut 

x\a"v?'  +  aw^  —  Ih'uw)  +  '2xy{b°w'^  +  a"uv  —  buw  —  b'vto)  +  y"^  [a'v"^  -r  a'?y*  —  'i.bvw)  =^  0. 

Éliminons  z  entre  les  équations  (H)  et  (3),  ce  qui  donne 

a;*(aw*  -h  yw'-^)  +  'lxy-(uv  +  y\pw'^  +  yy*)  =  0. 

En  écrivant  que  les  deux  équations  obtenues  sont  identiques,  on  trouve  facilement 

f ^  P ^  Y ^ 

u{bu'^  -f-  aviv  —  b'uv  —  b"uw)       y(6'y*  +  a'wu  —  b"vw  —  bvu)       ic{b"w'^  -h  a"uv  —  btcu  —  b'wv^ 

et  comme  a  -h  p  +  y  r=:  0, 

l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  est 

M(6u*  +  avw  —  b'uv  —  b"uw)  +  vib'v"^  +  a"^ivu  —  h'vw  —  bvu)  +  w{b'w'^  +  a'uv  —  bwu  —  b'wv)  =  0, 

c'est-à-dire 

(a  -+-  a'  4-  a")uviu  —  bu{v'^  ■+■  iv^  —  w*)  —  b'v{u'  ■+-  w*  —  u»)  —  b"w{u^  -h  v*  —  tv*)  =  0. 

L.  Maury,  répétiteur  au  Ivcée  d'Âlais. 
Solution  analogue  par  M.  L.  I'ekrée,  lycée  Condorcel. 


QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX 

École  normale  supérieure  (1891). 
Questions  de  M.  J.  Tannery. 


59.  —  Edectuer  la  division 


1  —  2x  cos  0  +  X» 
Condition  de  conTcrgonce  do  la  série  obtenue. 


^IH'l 
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60.       r.tanl  donné  le  délcrminaut 


(f,         (t.,     . . 


M. 


'•(1  —  1  ■*;! 

"i  (t., 


Quelle  relation  doit-il. v  avoir  entre  les  nombres  a, ,  n,, «„  pour  que  ce  déterminant  soit  nul? 

61.  —  Soit  /"  (r,  y,  z^   une  forme  quadratique  à  trois  variables.  On  considère  la  forme  quadratique 

\f  (X,  y,  z)  +  (x/-;  +  yfyr  +  zf.\)[xf^.,  +  yf^.  +  zf^,) 
et  l'on  suppose  que  l'on  ail  f{x',  y' ,  z')— Q,        f  (x",y'\  z")z=0. 

Pour  quelles  valeurs  de  ).  le  discriminant  de  la  seconde  forme  est-il  nul?  Interprétation  géométrique. 

62.  —  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

{x  —  af{x  —  b)^(x  —  cf  =  0. 

63.  —  a,  b,  c,  fl  étant  les  racines  de  l'équation 

x''  —  X  -h  l  —0, 

former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  trois  valeurs  de  l'expression 

ab  +  cd. 


^J 


64.  —  On  décompose  la  fraction  rationnelle 

/A  B 

( ^ 7  +  ••• 

\x  —  a         X  —  b 

1                1 
en  éléments  simples.  Conditions  pour  que  les  fractions  en    » •  •  •   manquent. 

[fixf]' 
—      ,   q;(a;,)   étant  un  polynôme  donné  de  degré  m  et  f{x)  un  polynôme  inconnu  de 

degré  inférieur  à  m.  Déterminer  f(x)  de  manière  que  la  condition  précédente  soit  remplie. 

65.  —  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

xi  -\-  y'  —  Qxyz  —  Gyz'^  =:^  0. 
Trouver  ses  points  d'inflexion. 

66. Étant    donnée  l'hyperbole  xy  =i  a-  (axes   rectangulaires),   former  l'équation  aux  abscisses  des  pieds  des 

normales  issues  du  point  (-x,  ';>).  Équation  du  cercle  passant  par  trois  des  pieds,  connaissant  l'abscisse  du  quatrième. 

67.  —  Trouver  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  définie  par  l'équation 

y'  =z  a.f?  -i-  bx''  +  ex  -h  d  . 

68.  —  Étant  donnée  une  cubique  ayant  un  point  d'inflexion  à  l'origine,  trouver  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de 
l'origine  par  rapport  à  une  sécante  quelconque  y  passant. 

69.  —  On  donne  les  deux  coniques  représentées  par  les  équations 

ax''  -f-  26x1/  +  cy-  =  1 , 
a'x'  -h  2b' xy  +  c'y''     -  1. 
Ou  suppose  a'c'  —  b''  >  0.  l-ormer  l'équation  en  X;  montrer  qu'elle  a  ses  racines  réelles.  Condition  pour  qu'elle  ait  une 
racine  double. 

70.  —  Condition  pour  que  quatre  points  d'une  lemniscate  soient  sur  un  cercle.  Y  a-t-il  des  cercles  bitangents  à  la 
lemniscate? 

71.  —  Étant  donnée  la  cubique  y  =x\  trouver  une  relation  entre  les  abscisses  de  trois  points  de  cette  courbe 
situés  en  li:.,'ne  droite.  On  mène  les  lin:.,'entes  AA'.  Bli',  CC  en  trois  points  A,  B,  C  situés  en  ligne  droite:  ces  tangentes 
coupent  la  courbe  respectivement  en  trois  autres  points  A',  B',  C.  Démontrer  que  A',  B',  G'  sont  en  ligne  droite. 
Trouver  l'équation  de  A' B'C  connaissant  1  équation  de  ABC. 
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72.  —  Oa  donne  deux  points  P,  P,  et  deux  droites  D,  D,.  Trouver  une  conique  par  rapport  à  laquelle  P  et  P 
soient  les  pôles  respectifs  de  D  etD,.  Démontrer  que  dans  le  cas  général  les  coniques  obtenues  sont  bitangentes  • 
montrer  qu'elles  se  coupent  en  quatre  points  distincts  quand  P  est  sur  D,  et  P,  sur  D. 

Généralisation  dans  l'espace.  Montrer  que  les  quadiiques  obtenues  sont  inscrites  dans  un  même  cône  le  long  de 
la  môme  courbe  de  contact. 

73.  —  Étudier  la  courbe  lieu  de  l'intersection  des  droites  définies  par 

Px  -{-  ty  -\-  z  =  0, 

(p{x,  y,  z)  étant  un  polynôme  homogène  du  second  degré  ;  conditions  pour  que  les  deux  équations  en  t  aient  une  ou  deux 
racines  communes.  Que  sont  par  rapport  à  la  courbe  les  points  ainsi  obtenus? 

74.  —  Que  représente  l'équation 

(A  +  1)X-'-  +  (A'  +  l)lf  +  (A"  +   a)3^   =rr  1  ? 

Nature  des  surfaces  représentées  par  cette  équation.  Combien  y  en  a-t-il  qui  soient  tangentes  à  un  plan  donné?  Les 
droites  joignant  l'origine  aux  points  de  contact  forment  un  trièdre  trirectangle. 

75.  —  Que  représente  l'équation  {y  —  z]{i  —  x){x  —  y)  :=  al 

Rapporter  cette  surface  à  un  système  d'axes  rectangulaires  dont  Défasse  partie;  section  de  là  surface  par  le  plan  de 
xy  construire  la  courbe. 

76.  —  Trouver  les  plans  coupant  la  surface  — 4-  —  —  ^  —  1=:0  suivant  des  paraboles. 

«^        b^        c* 

77.  —  Soient    P{x,y,z]    et    P'{x',y',z')    deux  points  ; 

ux  +  vy  -\-  ivz  -\-  h  ^  0, 
l'équation  d'un  plan  quelconque  et 

ci-'u^  -+-  b-v"^  +  cHo"^  —  /i"  —  0.  (1 1 

la  condition  pour  qu'il  soit  tangent  à  uuequadiiqiie  donnée.  Trouver  la  relation  entre  (x,  y,  z)  et  [x' ,  y',  s')  pour  que 
les  droites  PP'  soient  telles  que  les  plans  tangents  menés  par  ces  droites  à  la  quadrique  soient  rectangulaires.  Équation 
du  cône,  lieu  des  droites  PP'  passant  par  un  point  fixe  P.  Lieu  des  sommets  de  ceux  de  ces  cônes  qui  sont  de  révolution. 

78.  —  Lieu  des  intersections  des  plans  rectangulaires  menés  par  deux  droites  fixes.  Ce  lieu  est  une  surface  réglée 
du  second  ordre  qui  est  coupée  suivant  des  cercles  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  droites:  à 
quelle  condition  une  surface  du  second  ordre  est-elle  susceptible  de  ce  mode  de  génération? 

79.  —  Considérons  la  courbe  définie  par  les  équations 

t  f  P 


\  +  l"  '         1  +  «'  1-4-  t' 

En  combien  de  points  un  plan  la  coupe-t-elle?  Étant  donnés  quatre  points  de  cette  courbe  par  leurs   paramètres  /,,/,, 
(},  t^,  condition  pour  que  ces  quatre  points  soient  dans  un  môme  plan;  équation  de  ce  plan. 

80.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  D  et  D'  et   sur  ces  droites  deux  points  O,   0'   à  partir  desquels    on 
porte  des  segments  OM  =  p,    O'M'    -  p'    liés  par  la  relation 

opp'  -h  l>p  +  cçi'  +  d  —  {). 

Lieu  décrit  par  la  droite  MM'.  Trouver  le  centre  de  la  surface  ainsi  que  le  plan  tangent  en  un  point. 
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142.  —  Soit  une  oUipso  E.  Par  un  poiut  P  do  sou  plau,  ou  lui  u\hno  ([uatro  normales  dont  les 
pieds  sont  les  points  A,  B,  C,  1).  Les  droites  PA,  PB,  PC,  PD  coupent  de  nouveau  l'ellipse  en  A'.  B',  C, 
D'.  Délerniiner  le  lieu  du  point  P  de  manière  que  les  points  A',  B',  C,  D'  soient  sur  un  cercle. 

(.\.    U0ULA>UBR.) 
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143.  —  On  douue  une  parabole  et  par  un  point  P  tic  sou  plan  on  mciic  les  trois  normales  à  la  para- 
bole. On  considère  le  cercle  C  qui  passe  par  les  pieds  de  ces  normales.  Ou  ])roloui^e  les  trois  normales 
jusqu'aux  points  oîi  elles  rencontrent  de  nouveau  la  parabole.  Soit  C  le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  ainsi  obtenus.  Quelle  courbe  doit  décrire  le  point  P  : 

1°  pour  tiue  les  cercles  C  et  C  soient  orthogonaux  ; 

2">  pour  que  les  cercles  C  et  C  soient  tangents. 

(Baudoin,  lycée  d'Alger.) 

144.  —  On  considCre  deux  triangles  inscrits  à  une  même  conique  et  ou  leur  circonscrit  deux 
coniques  bitangentes  :  enveloi)pe  de  leur  corde  de  contact. 

Si  les  deux  coniques  circonscrites  sont  homothétiques,  leur  corde  commune  passe  par  un  point 

fixe. 

(E.  DupoKCQ,  école  Monge.) 

145.  —  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  circon- 
scril  à  un  paraboloïde,  est  dans  le  plan  orthoptique  de  ce  paraboloïde. 

(E.  Dui'ORCQ,  école  Monge.) 

146.  —  Étant  donné   un  cercle  C  on  décrit  d'un  point  P  comme  centre  un  cercle  C  de  rayon 

donné.  En  supposant  que  le  point  P  se  meuve  sur  un  diamètre  donné  D.  du  cercle  C,  trouver  le  lieu 

du  point  de  rencontre  des  tangentes  menc^es  au  cercle  C  par  les  points  où  il  rencontre  le  cercle  G',  avec 

les  tangentes  au  cercle  C  qui  sont  perpendiculaires  au  diamètre  D. 

(A.  AuDOiN,  lycée  de  Bordeaux.) 

147.  —  Même  question  eu  supposant  le  point  P  fixe  et  le  rayon  du  cercle  G'  variable. 

(A.  AUDOIN.) 

♦ 

AVIS 

Les  questions  que  nous  proposons  el  qui  nous  sont  envoyées  le  plus  souvent  par  dos  élèves,  ne  sont  pas 
toujours  inédiles;  le  journal  s'adressant  surtout  à  des  élèves,  il  n'y  a  là  aucun  mal.  Mais  nous  prions  instam- 
ment nos  jeunes  correspondants  d'avoir  soin  de  nous  avertir  quand  ils  nous  adressent  des  solutions  empruntées 
à  des  mémoires  déjà  publiés  dans  d'autres  recueils  ;  autrement  ils  s'exposeraient  à  des  réclamations  désa- 
gréables à  recevoir,  mais  justifiées.  Ainsi,  dans  le  numéro  précédent,  nous  avons  publié  une  généralisation  do 
îa  question  9:î;  la  solution  est  très  intéressante,  mais  elle  appartient  à  M.  Laguerre;  pour  s'en  convaincre,  il 
sutfit  de  lire  le  mémoire  (jue  ce  savant  a  publié  dans  les  Nouvelles  Annales,  année  1878  :  Sur  les  courbes  du 
(juatrième  dtujrc  t{ul  ont  trois  points  doubles  d'inflexion  et  en  particulier  sur  la  lemniseate. 

Le  savant  géomètre  pose 

U  =  cc5(fcs2  -f-  cy-)  H-  v/ir,(cx2  +  az'^)  +  zliay^  +  6x2), 
V  =  arXyz  ■+-  bZ^zx  -+■  c'irixrj, 


el 

et  donne  l'identité 

C'est  bien  l'identité 


de  la  page  256  du  numéro  précédent.  Une  lecture  même  superficielle  du  mémoire  de  M.  Laguerre  montrera 
que  la  réclamation  qui  nous  a  été  adressée  à  ce  sujet  est  tout  à  fait  fondée. 


(B.  N.) 


Le  liédacteur-Gérant  :     H.  VUIBERT. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES.  —  ÉQUATION  EN  X 


M.  Kœnigs,  maître  de  conférences  à  la  Sorboune,  a  pul)lié  tout  récemment  (librairie  Ilermann)  quelques  leçons 
faisant  partie  du  programme  de  l'Agrégation  des  Sciences  mathématiques,  parmi  lesquelles  se  trouve  une  discussioutrès 
simple  de  l'équation  en  >, ,  que  nous  allons  faire  connaître  à  no-i  lecteurs,  avec  quelques  compléments  et  modifications. 
Nous  rappellerons  d'abord  quelques  propositions  indispensables. 

Dérivée  d'un  déterminant. 


Soit  F(À)  un  déterminant  dont  les  éléments  dépendent  d'un  paramètre  À.  On  peut  rei^arder  F(X)  comme 
une  fonction  composée,  les  fonctions  composantes  étant  les  éléments  du  déterminant;  d'après  cela,  la  dérivée 
F'(X)  est  égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  de  F'(X)  par  rapport  à  chaque  élément 
par  la  dérivée  de  cet  élément.  Or  la  dérivée  de  F(À)  par  rapport  à  l'élément  fl;,.r,  est  le  coefficient  Ap.q  relatif 


à  ap.q ,    de  sorte  que 


F'(X) 


1,2,  ... 


~dX 


q  =  1,  % 


en  supposant  que   a    soit  lo 


la  somme  S  s'étcndant  à  toutes  les  valeurs    p 
degré  du  déterminant. 
Soit  par  exemple 

F(X)  = 

%i     "3.2     "3.3 
ou  a  F(X)  =  a'i.iAi.i  +  rti.-jA,^  +  «i.;iÂ,.3  +  «2.1^-2.1  + 

en  représentant  par  a'^,^  la  dérivée  de  ai,.q  par  rapport  à  X, 

En  particulier,  supposons  le  déterminant  F(X)  symétrique,  de  sorte  que  a^,.,,  =  0,,.,,  ;  on  a  aussi  A^.,  =  A,.,), 
et  par  conséquent  si  l'on  suppose 


+  a.  :<A:, 


F(X)  ^ 


A 
B" 
B' 


B"    B' 
A'     B 

B      A" 


et  si  l'on  désigne  par   a,  a',  a",  fi,  p',  p" 
des  signes  convenables,  on  a 


,.,,. ,  _     (/A        ,  dM 


les  mineurs  relatifs  ù   A,  A',  A",  B,  B'.  B"    respectiveincnt,  pris  avec 


'•1^---pf-^P'f 


rfX 


(î) 


Coordonnées  homogènes  du  foinl  double  de  la  conique  formce  par  un  si/stémc  de  deux  droites. 

Soient  f{x,  ij,  z)  n^  Ax'^  +  A'i/-  +  A"=-  +  !2Bf/2  +  "IB'zx  ■+■  -iB"xj/, 

A      B"     W 

A  ^     B"    A'     B 

B'     B     A' 

Si  l'on  suppose  A  0,  l'éciualion  /(.c,  ;/,  -)  —  '^  représente  deux  droites.  Si  les  mineurs  a,  a',  . . .  ,j'  sont 
tous  nuls,  ces  doux  droites  sont  confondues.  Ij'un  au  moins  des  cotMlîcieats  A,  A'  ou  A"  est  dilVorent  de  zéro  :  si 
par  exemple  A  ,-i  0,  la  conique  a  une  iulinité  de  points  loublcs  situés  sur  la  droite  reprosonloe  par 

Ax  +  n'y   I-  B';  -  d. 
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Supposons  que  les  mineurs  no  soionl  pas  lous  nuls.  Alors,  on  sait  que  l'un  au  moins  des  mineurs  a,  a',  a  ' 
esl  ililVérenl  de  zéro.  Si  l'on  suppose  d'aburd  a"  :/l  0,  les  deux  droites  sont  concourantes  et  l'on  sait  que  leur 
point  de  concours,  (jui  o:«t  le  centre  de  la  conique,  est délini  parles  cijualions  /,'  —  0,  f'^  :  0  dans  les(|uclles 
ou  peut  -upposer  d'ailleurs  s  —  i;  mais  le  centre  étant  alors  sur  la  conique,  ou  a  j/^  +  yf',,  -f-  zf'.  —  0, 
cl  comme  ;  est  ditlerent  de  zéro,  /.'  0:  donc  les  coordonnées  du  centre  sont  déiinies  dans  ce  cas  par  les 
équations 

/•: ^ 0 ,  /;  - 0 ,  i',  =  o, 

qui  se  réduisent  à  deux. 

Ce  raisonnement  n'est  plus  légitime  dans  le  cas  où  les  deux  droites  sont  parallèles  c'est-à-dire  quand  a"::-^  0. 
Dans  co  cas  on  peut  poser 

/'(j-,  //,  :■)  =2  {ax  4-  byy^  +  2/t(r/x-  +  by)z  +  kz'^. 
Le  point  de  concours  des  deux  droites  peut  être  défini  par  les  équations    z  ==  0,    ax  -h  bij  —  i) .    Or, 

^K  =  (i{ax  -h  by  +  hz) ,        g  /«  —  ^^"^  +  ^U  -^  '>••)  >        <i  f'^  ^  ^*("'^'  ^  ^'J^  +  '"-'^  • 
Le  point  double  est  donc  encore  défini  par  les  équations 

qui  se  réduisent  encore  à  deux  équations  distinctes,  parmi  lesquelles  se  trouve  nécessairement /!  —  0. 

Cela  posé,  soit  d'abord  a"  yi  0,  et  pour  plus  de  clarté  supposons  chacun  des  six  mineurs  différents  de 
zéro.  Le  point  double  est  défini  par  les  équations 

Ax  4-  B"(/  +  B'z  —  0,        B"x  -h  A' y  -h  B;;  =  0,        B'a;  +  By  +  A"z  —  0; 

eu  laissant  de  côté  successivement  la  première,  la  seconde,  puis  la  troisième  équation,  on  obtient,  en  désignant 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  double 

œ_i/_js  ^    _  y  _  ^  iî_î/_^ 

â  ~  f  ~  f*  f'~    a'  "~   J'  |"i'  ~  J  ~  a"' 

Par  suite  de  nos  hypothèses,  aucune  des  coordonnées  r,  y,  z  n'est  égale  à  zéro;  en  multipliant  les  trois 
premiers  rapports  par  x,  les  trois  suivants  par  y  et  les  trois  derniers  par;,  et  comparant  les  résultats  obtenus, 
on  trouve  immédiatement 

c^  _  y^  ^  z'i  _  yz  _  zx  _  xy  ^ 

OL  a'         7."         |i  [i'   ~    p"*  '''''' 

Je  dis  que  ces  formules  subsistent  dans  tous  les  cas.  En  conservant  l'hypothèse  a"  yi  0,  soit  a  =  U.  On 
sait  que  si  un  déterminant  A  est  nul,  les  mineurs  relatifs  à  deux  rangées  parallèles  sont  proportionnels.  On 
en  conclut  aisément  (jue  les  hypothèses  a  =  0,  a"  yf:  0  entraînent  nécessairement  [i'  =  0,  |j"  =  0;  de  sorte  que 
fy  et  f'.  sont  proportionnelles.  On  a  alors,  comme  on  le  voit  bien  facilement, 

X  =  0,    y, 

de  sorte  que 

a 

résultats  d'accord  avec  les  formules  ("2),  puistiue  x-  :=  U,    xy  —  0,    X5  =  0  et  à  :=:  0,    p  =  0,    (i'  =  0. 

Si  tous  les  mineurs  étaient  nuls  sauf  a',  on  aurait  x-  —  0,  y  =  0.  z  r/.  u,  cl  dans  les  rapports  (2)  tous 
les  termes  seraient  nuls  sauf  z'^  et  a". 

En  second  lieu,  supposons  que  l'équation  f\x,  y,  z)  —  u  représente  deux  droites  parallèles  distinctest  Dans 
ce  cas  a"  —  U,    [î  =  U,    ^'  _  U;  les  coordonnées  du  point  double  vérifient  alors  les  équations 

z  =  0, 

et  par  suite 

les  équations  (2)  sont  donc  vérifiées  dans  tous  les  cas 


r 

y 

À» 
a 

y:- 

-.2 

X 

y 

X 

y 

at 

->"' 

p" 

a' 

X2 

_y^_ 

xy. 

a 

«' 

p"  ♦ 
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Remarque.  —  Les  formules  (2)  s'obtiennent  immédiatement  en  remarquant  que  si  l'équation  /'(J,  J/,  ^)  —  0 
représente  deux  droites  distinctes,  le  premier  membre  de  l'équation  tangentielle  est  un  carré  parfait,  de 
sorle  que 

au-  +  o!v^  -I-  (j!'w-  +  2i3t7y  +  'i'^'wu  +  ±}"uv  ^  k{ux  +  vij  +  tvz)- 

X,  y,  -  désignant  les  coordonnées  du  point  de  concours  des  deux  droites.  On  a  donc 

a  =  Icx^,     a!  —  Ici]',     a"  —  kz-,     )  =  kij:,     etc. 


Équation  en  À. 

Soient  /'  =  Aa2  +  A'//2  +  a'z»  +  2Byz  +  -IB'zx  +  ■2\i"xy  =  0,     ^ 

A  =  A,a;2  +  a;(/2 -,- A'i'ï^  +  2B(/;  +  2B;;x  + 2B'i'xi/ =  U     )  ^'"^^ 

les  équations  de  deux  coniques.  L'équation  /'  +  )/,  —  0. 

représente  une  infinité  de  coniques  passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières;  ces  coniques  forment 
ce  que  l'on  nomme  un  faisceau  ponctuel.  Posons 


F(À)  = 


A  +  )A,  B"  +  ÀB"  B'  +  XB; 
B"  +  XB;'  A'  +  >A;  b  +  XB, 
B'  -+-  XB'i  B  +  XBi        A"  +  XA'i' 


de  sorte  que  F(X)  est  le  discriminant  de  /"  +  X/"j  .  Si  l'on  remplace  X  par  une  racine  de  l'équalion  F(X)  ^  0  , 
on  sait  que  l'équation  f  -h  X/j  —  0  représente  alors  un  couple  de  droites.  L'équalion  F(X)  =  0  est  ce  que 
l'on  nomme  l'é(iuation  en  X  relative  aux  deux  coniques  f ,  fy  .  Soient  a,  a,  a",  |j,  j3',  p''  les  mineurs  de  F(X) 
relatifs  aux  éléments  A  +  XA,,  ...  B  "  +  XB'/ ;  si  tous  les  mineurs  sont  nuls,  /"  +  X/',  est  un  carré  parfait 
et  l'équation  /"-t-  X/'j  =  0  représente  une  droite  double.  D'une  manière  plus  précise,  pour  que  l'équalion  /'+  \f^  _  0 
représente  une  droile  double,  il  faut  et  il  suffit  que  X  soit  une  racine  de  l'équation  F(X)  =  0  qui  annule  les 
trois  mineurs  principaux  a,  a',  a";  les  autres  mineurs  étant  alors  nécessairement  nuls.  Si  au  contraire  l'un  au 
moins  des  trois  mineurs  a,  a',  a"  est  différent  de  zéro  quand  on  y  remplace  X  par  une  racine  de  l'éiiuation 
F(X)  ^  0  ,  le  couple  correspondant  /"+  lf^—0  est  composé  de  deux  droites  distinctes. 
On  a,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut, 

F'(X)  =  aA,  +  a'A,'  +  a" A';  +  2,36,  +  r/B[  -4-  ^ifB'^ ,  (l) 

puisque  la  dérivée  de    A.  +  XA,    par  rapport  à  X  est  égale  à  A,,  celle  de    B"  ■+-  XB','    est  é:,'al  à  B',',  et  ainsi 
de  suite. 

Lorsque  X  est  racine  de  l'équation  F(X)  —  0  ,  la  conique  /'  4-  X/",  =0  a  un  point  double  dont  les 
coordonnées  vérifient  les  équations 

dx  dx         '        àij  àij         '        Oz  <).-  ^^' 

Lorsque  a  =  a'  —  a"  —  0  ,  tous  les  points  de  la  conique  sont  des  points  doubles;  dans  le  cas 
contraire  le  point  double  est  unique,  les  é(iualions  (ÎJ)  se  réduisent  à  deux  équations  disliuclcs.  Avant 
d'aller  plus  loin,  il  convient  d'établir  les  propriétés  suivantes  des  points  doubles  du  faisceau. 

TilÉuniiME  L  —  Un  point  double  du  fuiaceau  f  -\-  Xf,  admet  la  même  polaiic  dans  toutes  les  coniiiues  du  faisceau, 
ni  rècipro([uement. 

En  effet,  soit  X'  une  racine  de  l'équation  F(X)  --  0  ,  et  soionl ./',  ;/,  s  les  coordonnées  d'un  point  double 
correspondant.  Un  a,  en  vertu  des  équations  (.">), 

^f  _-x  'V I ,       <  . ,  _  v  •'/"'  s       '^^     -  X'  '^^^ . 

f\i;  tir  ,»;/  ,)(/  (1;  Oz 

La  polaire  du  point  (.c,  y,  z)  par  rapport  à  la  couique    /'  4-  X/",  :_  0.  a  pour  éiiualion 

\0.r  O.r/  \i);i  <»j//  \,)z  àzj 


2S8 
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ou,  d'aprî's  les  relations  précédentes, 

ce  qui  déinonlro  la  proposition  directe. 

Réciproquement,  pour  quo  Téiiualion 


()x  <)//  ():; 


0, 


X  f  +  Y  •;/•  4-  Z  '/  -.  ).  (X  f'  -.  Y  '1'^  -,  Z  f)  =  0 
i\r  (>//  <)2  \      f'.f  à  II  à:/ 


soit  iiulépcndanle  do    À,   il  est  nécessaire  que  les  dérivées  de  la  fouc'iou  /'  soient  proporliounelles  à  celles 
de  /",  ;  co  qui  revient  à  dire  que  .r,  j/,  ::  vérilicut  les  équations 

).'  désignant  le  fadeur  de  proportionnalité;  or  ces  équations  expriment  que  (r,  y,  :■)  est  un  point  double  de  la 
conique    /*  +  À'/i  —  ^^• 


Tiu;onf:.MK  II.  —  Dcu.r  points  doubles  to,  t-/  apparlcnant  à  deux  coniques  singulières  distinctes   f  -f-  X'i\  —  0,    f  -t-  )."fi  =  0, 
sont  conjugues  ])ar  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Soient    .r,  y,  z    et    x\  ;/',  -'    les  coordonnées  de  m  et  de  o/.  Posons 

T   _       àf  ûf    ,       àf  __    ,  df    ,      ,  àf         ,  àf 

àx  dy  àz  àx        ^  <)!/  (): 


-.''A 


àfi  ^      àfi 


.r<>h 


,/'V)     ,     .,àfi 


dx         "  dxj  dz  dx        ^    ày  à: 

On.  tire  des  équations  (5),  en  remplaçant  X  par  À'  et  ajoutant  après  multiplications  respectives  par    x,  y',  z', 

L  +  X'M  =  0; 

on  aura  de  la  même  façon  L  +  X"M  —  0, 

et  comme  on  suppose    X'  —  X"  ^  0,     on  en  tire    L  =  0,     M  --  0.     Par  suite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X, 
on  a    L  +  XM  =  0;     de  sorte  que  oj  et  w'  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique    f  +  X/',  —  0. 

Le  théorème  suivant  contient  ce  qu'il  y  a  de  nouveau  dans  la  méthode  de  M.  Kœnigs;  il  est  fondamental. 


TllKORtME  III.  —  Si  X  est  une  racine  multiple  de  l'équation  F(X)  =  0,  n'annulant  pas  tous  les  mineurs  a,  a,  a", 
la  civique  f  +  Xfj  se  compose  de  deux  droites  distinctes  qui  se  coupent  en  un  point  conmun  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau. 

La  conique  singulière  / '+ X/",  :ir  0  se  compose  de  deux  droites  distinctes;  les  coordonnées  de  leur  point 
commun  vériiienl  les  équations  (2).  Or  on  déduit  de  ces  rapports,  en  les  ajoutant  terme  à  terme  après  avoir 
multiplié  les  deux  termes  du  premier  par   A,,  ceux  du  second  par  A',,  ceux  du  troisième  par  A',',  ceux  du 

quatrième  par  2B,,  etc. 

x2  _  î/2  _  z^  _  yz  _  zx  _  XI  _  A  i^>  U'  g)  /fiN 

a  a  a  ,i  ji  [î  V[k) 

Si  l'un  des  mineurs  a,  a',  a"  est  diflerent  de  zéro,  par  exemple  soit  aTi  0,  —  a  une  valeur  linie,  par  suite 

l'hypothèse    F'(X)  =  0    entraîne  l'équation    fi{x,  y,  z)  —  0. 

Or  on  a  aussi,  en  vertu  des  équations  (5),    /"+  X/',  —  0:    donc    f{.r,  y,  z)  —  0. 


pKMAuni  K.  —  La  dcruière  conclusion  suppose  que  la  racine  multiple  soit  finie.  Si  X  était  infinie,  fi{x,  y,z) 
serait  un  svsième  de  deux  droites;  en  considérant  l'équation  aux  inverses  relative  à  F(X),  on  verrait  comme 
plus  haut  que  le  point  double  est  sur  la  coniiiue  f,  or  il  est  évidemment  sur  /",,  donc  la  conclusion  est  encore 
vraie  dans  ce  cas. 

Réciproquement,  si  les  deux  droites  d'un  couple  sont  distinctes  et  se  coupent  en  un  point  i<>  appartenant  aux  coniques 
f  et  f,,  le  couple  correspond  à  une  racine  multiple  de  l'équation  F(X)  =  0,  ciui  n'annule  pas  tous  les  mineurs. 

En  eiret,  nous  supposons  F(X)  =0,  et  nous  savons  tout  d'abord  que  les  mineurs  ne  sont  pas  tous  nuls, 
puisque  les  droites  représentées  par  f  +  X/",  z:;  0  sont  supposées  distinctes:  soit  par  exemple  a  z±  (»,  alors  x  est 
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aussi  difTérent  de  zéro  et  le  rapport  —  est  différent  de  zéro;  les  équations  (6)  qui  sont  encore  vérifiées  prouvent 

f  (X  II  z) 

que  le  rapport      iV/-!'."    est  différent  de  zéro;  son  numérateur     Z",  (./:,  y,  z)    étant  nul  par  lavpothèse,  il  est 

nécessaire  que  son  dénominateur  le  soit  aussi;  F'(/-)  est  donc  nul  et  par  suite  X  est  une  racine  multiple  de 
l'équation     F(X)  =  0. 

Remarque.  —  On  suppose  encore  ici  la  racine  1  Unie;  si  elle  était  infinie,  la  considération  de  l'cqualioa 
aux  inverses  lèverait  la  difficulté,  comme  plus  haut. 

Nous  pourrions  maintenant  pr-océder  à  la  discussion  de  l'équation  F(X)=zO;  mais  pour  plus  de  commodité 
nous  croyons  utile  d'établir  encore  les  propositions  suivantes. 

Théorème  IV.  —  A  deux  racines  distinctes  de  l'équation  F(À)  =  0,  correspondent  deux  couples  distincts,  et  n'ayant 
aucune  droite  commune. 

En  effet,  je  dis  d'abord  que  si  l'on  suppose  X  -^  X',  les  coniques  représentées  par  les  équations  f  4-  X/",  =0, 

f  +  X'fi  =  0    sont  distinctes. 

Effectivement,  si  l'on  suppose  /"+  X/",  e^  ;j.  (f  +  X'/",) 

on  en  déduit  (1  —  |j.)  f^  (;j.X'  —  X)  f\; 

on  ne  peut  supposer  i)-  =  i,  sans  quoi  il  faudrait  supposer  fy^O;  on  ne  peut  non  plus  supposer  [jlX'— X  =  0, 
ce  qui  entraînerait  f^O;  donc  on  devrait  supposer  les  coniques  /"et  /"j  idenlicjues;  nous  écartons  tous  ces 
cas  particuliers. 

Je  dis  maintenant  que  les  deux  couples  ne  peuvent  avoir  aucune  droite  commune;  en  ellet,  P,  O,  R 
désignant  des  fonctions  linéaires  de   x,  y,  z,   soient,  s'il  est  possible, 

f  +  X/-,  =  PO,  /•  +  X'/,  =  PR, 

on  en  déduirait  (X  -  X')  /',  =::  P(Q  —  R),  (X  -  X')  /'  =  P(XR  —  X'Q)  ; 

par  conséquent  les  coniques  /"et  /"i  seraient  toutes  deux  formées  de  droites  et  auraient  une  droite  commune; 
ou  pourrait  poser  f^i'PP',  /',  e^  PP",  et  f+y'i  serait,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  X,  identique 
à  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires;  on  aurait    F(X)  ^n  0;    nous  écarlons  ce  cas  particulier. 

Théorème  V.  —  Lorsque  les  coc/pcients  de  f  et  f,  sont  tous  réels,  à  toute  racine  réelle  de  l'équation  F(X)  —  0 
correspond  un  couple  de  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguée'};  2'^  à  toute  racine  imaginaire  correspond  un  couple  formé 
de  deux  droites  imaginaires  non  conjuguées. 

La  première  partie  est  évidente,  car  si  X  est  réel,  le  premier  membre  do  l'équation  /"+  X/*,  =iO  a  tous 
ses  coeilicients  réels  et  l'on  sait  que  dans  ce  cas  l'éciuation  représente  deux  droite-!  réelles  ou  deux  droites 
imaginaires  conjuguées.  Supposons  maintenant  X  imaginaire  et  soit  X  =  p  -f-  qi;  alors,  si  f  -\-  (/)  +  qi)  /"i  =  0 
représentait  deux  droites  réelles  ou  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  on  aurait 

/'  +  (/'  +  '■'/)  l\  —  («'  ■+-  n-)(P2  +  £02),  (^,=±  i), 

d'où  l'on  tirerait 

/•  +  /)/•   I-  »(P2  .+-  sO-),  qf\  ^  r{P2  +  30-). 

D'ailleurs  v  est  différent  de  zéro,  sans  ([uoi  on  aurait  /,  ^zi  0,  par  suite 


f  +  Pfi  =  '/   "  fi        ou       /•  =  (7"  -  /')/"i  • 


d'où  l'on  conclut  ou  bien  (pio    /'  —  0    ou  ([uo  f  est  proportionnel  à  /',  ;  nous  cx'luous  ces  cas  particuliers. 

Eiiliu  on  vériiicra  d'une  manière  analogue  qu'on  ne  peut  supposer  /"  4-  (/>  -f-  qi)l'i  ^^  P(0  +  H')i  I\  0,  H 
étant  réels;  donc  h  toute  racine  imaginaire  correspond  un  couple  do  droites,  imaginaires  toutes  les  deux  cl  non 
conjuguées,  do  sorte  que 

/  -f-  (,.  4-  (//•)/•,  =  P.O, 
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V  et  n  tHmt  deu\  polynômes  du  premier  degré  imaginaire?,  et 

/■  +  (P  -  îOA  ^  PoUo. 
P„  et  ^^,  dé.-i^uani  le^  poljnome}  respeclivemenl  conjugués  de  P  cL  de  n. 

TiiKOUKMK  VI.  —  .1  uni'  niciur  simple  de  l'é nuition    F(X)  =  0    correspond  un  couple  de  deux  droites  disUncies.' 
En   elVot,  si  X  est  racine  simple  de  l'équation    F(X)  =:  0,    il  est  impossible  que  f  4-  X/",   soit  un  carré 
]i  ut'ait,  puis(iue  dans  ce  c  is  les  mineurs  a,  a'. , .  seraient  tous  nuls  et  par  suite,  la  dérivée  F(X)  serait  nulle. 

Thkoukme  VII.  —  Tout  point  commun  à  deux  coniques  f,  f,  appartient  à  toutes  les  conviues  du  faisceau  f  +  Xf,; 

5»  tes  coniijues   i  cl  f,   sont  tangentes  en  un  point  M  il  en  est  de  même  pour  deux  coniques  (luclconques  du  faisceau,  et 
récipro<iuement. 

En  effet,  il  est  évident  que  si  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  M  annulent  /"et/",,  elles  annulent 
aussi  /■  +  X/'i  ;  en  second  lieu,  si  les  coniques  /"  et  /",  sont  tangentes  en  M,  k  désignant  une  constante,  on  a, 

''f  _  /.  'Vi  'V  _  ,.  4i  <'/■  _  .  àfi 

Ox  àx  à  y  à  y  àz  dz 

et  par  suite  la  tangente  en  M  à  une  quelconque  des  coniques  f  +  X/",   du  faisceau,  a  pour  équation 


X(f  4-X'2ù)  +  ...=o  ou  (t+xM.  +  Y'!/;.+zf 

\dx  ùxj  L     <^^  <^ll  <^- 


-0, 


ce  qui  démontre  la  proposition.  On  peut  remarquer  que  cette  équation  disparaît  identiquement  si  X  =  —  /.■; 
cela  tient  à  ce  que  l'équation  f  —  kf^  —  0  représente  deux  droites  passant  par  le  point  de  contact  des 
coniques  f,  fi . 

Nous  pouvons  étudier  d'une  manière  plus  approfondie  le  cas  où  les  coniques  /'  et  fy  se  touchent  en  un 
point  M.  Pour  cela,  rapportons  les  deux  coniques  à  un  triangle  de  réfénmce  dont  un  côté  est  la  tangente  en  M, 
un  second  côté  passant  par  le  point  de  contact,  le  troisième  côté  étant  d'ailleurs  quelconque.  Cela  étant,  les 
équations  de  deux  coniques  tangentes  en  M  au  côté  AM  du  triangle  ABM  seront  de  la  forme 

F  =  aa2  +  a';32  +  26"ap  -f-  2(/'«y  =  0, 

F,  =  nia2  +  „'|,32  ^_  26;'ap  +  2?>',ay  =  0. 

Les  points  communs  à  ces  deux  coniques  sont  sur  la  conique  représentée  par  l'équation 

{an\  -  rt,«')a2  +  2{b"a\  -  //,'a')a,3  +  2(^'«',  -  b[a')oL^i  =  0, 

qui  se  décompose  en  deux  : 

a  =  0  et  {aa\  —  ayfi'h  ■+■  2(ft"o',  —  h'ia')'}  -+-  2(6'a',  —  //,«')y  =::  0; 

la  première  représente  la  tangente  en  M  et  la  seconde  une  droite  D  sur  laquelle  se  trouvent  les  points  communs 
autres  que  le  point  de  contact.  On  voit  ainsi  que  deux  coniques  tangentes  en  un  point  M  se  coupent  en  général 
en  deux  autres  points  P,  O  ;  mais  il  peut  arriver  que  la  droite  D  passe  par  le  point  de  contact  ;  il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  que    fcV/,  —  lj\a'  =  0  .   Si  cette  condition  est  remplie,  on  a  identiquement 

a\V  —  n'l\  izE  «(/ta  4-  ft"^j), 

Il  et  /«'  étant  des  constantes;  si    b'a'i  —  l)[a'  =  0    et  aussi    l)"(i\  —  \){â  —  0,    on  a  »" 

ajF  —  a'F,  ^^l  Ii%-  ; 

Dans  le  premier  cas,  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  coniques  P  ou  Q  est  venu  s^e  confondre  aveclepoint 
de  contact,  dans  le  second  cas  P  et  Q  sont  venus  tous  deux  se  confondre  avec  ce  point.  On  dit  dans  le  premier 
cas  (jue  le'.;  coniques  ont  un  contact  du  second  ordre,  et  dans  le  second  qu'elles  sont  osculatrices.  Mais  si  l'une 
des  coniques  est  un  cercle,  il  est  dit  oscillateur  à  l'autre  conique  dans  le  premier  cas,  surosculateur  dans  le  second 
cas.  Cela  étant,  on  a  évidemment  F  ::z  kf,  F,  zn  /i,/",,  A-  et  /«i  étant  des  constantes,  de  sorte  que  quand  on 
revient  au  premier  système  de  coordonnées,  ii[F  —  al\  se  change  en  a[kf — a'kj\  et  par  suite,  il  existe 
une  constante  X  telle  ((ue,  dans  le  cas  général, 

/■4-x/-,  =  p.o, 
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P  =  0  désignant  la  tangente  commune  et  Q  =  0,  une  droite  passant  par  les  deux  autres  points  communs 
aux  deux  coniques.  Lorsque  les  coniques  ont  un  contact  du  second  ordre  on  aura  une  identité  de  même  forme, 
seulement  la  droite  représentée  par  Q  =  0,  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  P.  Enfin  si  le 
contact  est  du  troisième  ordre,  on  obtient  une  identité  de  la  forme 

P  =  0    étant  la  tangente  commune. 

Supposons  qu'on  se  trouve  dans  le  cas  d'un  contact  du  second  ordre  et  considérons  deux  coniques  du 
faisceau,  soient 

f  +  l'/\  =  U  ,     /•  +  À"A  =  V  ; 

on  a  U  +  ;xV  ^  (1  +  a)/"  +  ().'  4-  aÀ")/",  . 

En  posant  X'  -h  ul"  =  l(\  +  a),  c'est-à-dire  -j.  =  ,^'  ~/,',> 

A    —    A 

on  aura  U  +  ;j.V  ^  (l  +  ;a)PO, 


ce  qui  démontre  que  les  coniques  U  et  V  ont  en  M  un  contact  du  second  ordre;  on  verrait  de  la  même 
manière  que  si  les  coniques  f  et  /",  ont  un  contact  du  troisième  ordre,  il  en  est  de  même  de  deux  coniques 
quelconques  du  faisceau. 

Les  réciproques  sont  évidentes,  car  si  l'on  pose         /'  +  />/■,  ^  U,    /"  -t-  À'/',  ^  V,  on  en  déduit 

.,  _  XV  —  X'U  ,.  _  U  -  V 

'=     X-X'    '         ^'  =  X"=T' 

de  sorte  que  f  et  /",  sont  deux  coniques  du  faisceau  ayant  pour  bases  U  et  V. 


DISCUSSION  DE  L  INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES 

Nous  laisserons  d'abord  de  côté  tout  ce  qui  concerne  la  réalité.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer, 
l'équation    F(X)  _  0    pouvant  avoir  : 

l"^""  Cas.  —  Trois  racines  distinctes  Xj,  X.,,  X.,. 

On  peut  poser  /'  +  X,/',  ~  P,Qj,          /'  +  X./,  =  PjQ.^,         /'  +  \.J\  =  P3O,,, 

Pi,  Oi---  0;)  désignant  des  fonctions  linéaires.  La  racine  X,  étant  simple,  P,  et  Q,  sont  des  droites  distinctes 
VI);  de  même  pour  P2  et  Q-i,  P.)  et  Q3  ;  en  outre  les  trois  racines  étant  distinctes,  les  six  droites"  P,,  0|,  •••  Uj 
sont  toutes  distinctes  (IV).  Aucune  des  droites  d'un  couple  ne  peut  passer  par  le  point  de  concours  des  droites 
d'un  autre  couple,  puisque  les  racines  sont  simples  (IIl).  Les  deux  premiers  louples  par  exemple  forment 
donc  un  quadrilatère  AB('I),  AB  étant  la  droite  P,,  CD  la  droite  Q,,  BC  la  droite  P.),  et  enfin  AD  la 
droite  Qi,  Les  deux  coiii([ues  se  coupent  aux  quatre  points  A,  B,  C,  D  (VII)  et  toute  conique  du  faisceau 
passe  par  les  quatre  points;  il  en  résulte  que  les  droites  AG  et  BD  constituent  le  troisième  couple.  C'est 
d'ailleurs  ce  (]ue  l'on  vérille  en  remarquant  que 

(X,  -  X,)PA).,  z^  (X.,-  X,)P,(^),  +  (X,  -  x.,)p,o.. 

Plus  généralement  l'identilc        (X,  -  X.,)(/'  +  X/",)  e=e  (X  —  li)\\()i  -+-  fX,  —  X)l^(^»., 

fait  bien  voir  que  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  circonseriles  au  quadrilatère  ABCD. 

Ajoutons  que  les  points  doubles  des  trois  couples  de  sécantes  forment  un  triangle  conjugué  commun  aux 
coniques  du  faisceau  (II), 

2'^  Cas.  —  t'nc  racine  (Inutile  X,   ii'ditinilmit  pas  tous  les  mineurs  et  une  r(U'ine  simple  "/..,. 

A  la  racine  double  X,  correspond  un  couple  de  droites  ({istincles  P,Q,  se  coupant  en  un  point  <•>  apparte- 
nant à  l'intersection  des  coniques  du  faisceau  (111);  à  la  racine  X^  correspondent  aussi  deux  droites  distinctes 
1*2»  Ui,  (VI).  Soit  0/  le  point  de  concours  des  droites  P^Uji  jo  li's  que  l'une  do  ces  droites  est  la  droite  »■)'•>'.  Vax 
elVot,  le  point  (•>  est  sur  toutes  les  coniques  du  faisceau,  donc  la  polaire  commune  de  <<>  se  réduit  à  la  tangente 
en  (.).  do  sorte  que  toutes  les  conicjuos  sont  tangentes  au  point  o.  De  plus  t»  et  <•>'  étant  des  points  conjugués 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  (•/  est  sur  la  polaire  do  <•>,  c'est-à-dire  sur  la  tangoule  commune 
au  point  o.  Ainsi,  en  résumé,  les  coni([uos  /'et  /',  sont  tangentes  on  un  p^int  (•>,  la  langeule  étant  la  droite  P. 
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pcTr  exemple;  les  droites  Pi,Ui  passent  par  (•>  et  la  droite  Q>  coupe  ces  deux  droites  en  deux  autres  points  coui- 
muns  à  toutes  les  ooniijues.  Le  trian^'le  conjuLrné  commun  cesse  d'exister  dans  ce  cas.  comme  on  le  vérifie 
aisément. 

3    cas.  —  Une  racine  iloiihlc  X,  annulant  Ions  les  mineurs  cl  une  racine  sinijde  lu 

Le  couple  correspondant  à  X,  se  réduit  à  une  droite  doubliî  I»,.  Soient  V.,,  Q>  les  droites  distinctes  cor- 
respondant à  X2,  et  soil  (./  le  point  de  concours  de  Po,  Qi-  Tout  point  de  Pi  est  un  point  double  et  par  suite  est 
conjugué  de  <•/;  donc  P,  est  la  polaire  do  <-/  dans  toutes  les  coniques.  Je  dis  que  P,  n'est  pas  une  tangente, 
sans  quoi  son  pôle  ('/appartiendrait  à  toutes  les  coniques  (comme  le  montre  d'ailleurs  l'identité  /"-f-X,/',  ^:  P^) 
et  X^  serait  racine  multiple.  Les  droites  V,,  Q>  coupent  donc  la  droite  P,  en  doux  points  distincts  qui  appar- 
tiennent à  toutes  les  coniques  du  faisceau;  il  en  résulte  évidemment  que  les  coniques  sont  tangentes  en 
chacun  de  ces  points.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  d'ailleurs  de  la  manière  suivante.  On  a 

/•+X,A=PT,  /■+X/,  =P,0,,; 

donc  les  équations  des  deux  coniques  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 

\^iQi  -  h^i  =  0        et        P,02  -  P'^  ^  0 , 
ce  qui  démontré  la  proposition.  Ainsi,  dans  le  cas  présent,  les  coniques  sont  tangentes  en  deux  points  distincts 
A,  B.   Ajoutons  qu'il  y  a  dans  ce  cas  une  infinité  de  triangles  conjugués  communs  dont  un  sommet  est  le 
point  w';  deux  points  conjugués  par  rapport  au  segment  AB  sont  les  deux  autres  sommets. 

4*'  Cas.  —  i'nc  racine  triple  Xj  n'annulant  pas  tous  les  mineurs. 

Le  couple  correspondant  à  la  racine  X,  est  formé,  par  hypothèse,  de  deux  droites  distinctes  P,  Q  qui  se 
coupent  en  un  point  w  (appartenant  à  toutes  les  coniques  du  faisceau;  ce  point  ayant  même  polaire  dans 
toutes  les  coniques,  on  en  conclut  déjà  que  les  coniques  sont  tangentes  au  point  w;  il  est  nécessaire  que  l'une 
des  deux  droites,  P  par  exemple,  soit  la  tangente  commune,  sans  quoi  les  coniques  auraient  en  commun  outre 
le  point  '•)  deux  autres  points  p,  q  situés  sur  P  et  Q,  et  dans  ce  cas,  on  pourrait  trouver  une  valeur  X^  telle 
que  f  -+-  X.,/",  ^  P-iOi,  P-2  —  ^  étant  la  tangente  en  oj  et  Q2  =  0  la  sécante  p<j  (VII);  X^  serait  une  racine  de 
l'équation  'F(X)  =  0,    distincte  de  X,,  ce  qui  est  impossible  puisque  Xj  est  racine  triple. 

Donc,  dans  le  cas  présent,  les  coniques  ont  eu  un  point  o>  un  contact  du  second  ordre,  et  se  coupent  en 
outre  en  un  autre  point. 

5''  Cas.  —  Une  racine  triple  X,  annulant  tous  les  7nineurs. 

On  a  /"  +  X,/,  ^  P2;  il  s'agit  de  prouver  que  les  coniques  sont  tangentes  à  la  droite  P  en  un  inème 
point  oj  de  cotte  droite.  En  effet,  toute  l'intersection  se  compose  des  points  communs  à  la  conique  f  et  à  Ix 
droite  P;  si  la  droite  P  coupait  la  conique  /"  en  deux  points  distincts  A,  B,  l'identité  précédente  montre  que 
les  coniques  f  et  ^  seraient  bitangentes  en  A  et  B;  si  Q  -^  0,  R  =  0  sont  les  éciualions  des  tangentes  en  A 
et  B,  on  aurait   /'  ee  oP-  +  bQH,      /',  :^  a,P2  +  /^(OP»,    de  sorte  que    aj'—  afy  ZE  (a,b  —  6irt)QK,    et  par  suite 

—  serait  une  racine  do  l'équation  F(X)  =  0,  distincte  de  X,,  puisque  les  couples  (JR  et  P2  sont  distincts.  Donc 

la  droite  P=  0  touche  la  conique  /"en  un  point  oj,  et  la  conique  Z',  est  aussi  tangente  à  P  au  point  w,  de  sorte 
que  les  coniques  /"et/",  et  par  suite  deux  coniques  quelconques  du  faisceau  ont  un  contact  du  troisième 
ordre  (Vil). 

On  remarquera  que  dans  ces  deux  derniers  cas  il  n'y  a  pas  de  triangle  conjugué  commun. 

Cas  où  l'àivalion  en  X  est  indêlenninée. 

Supposons  que  f  -h  X/",  soit  un  produit  de  deux  facteurs  quoUe  que  soit  la  valeur  de  X;  il  est  impossible 
fjue  les  deux  facteurs  soient  identiques  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  car  on  aurait  f^V'^,  /",  ^  P?,  et 
f  +  X/",  EZ  V-  -f-  XPj  ne  peut  être  un  carré  parfait  quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  à  moins  de  supposer 
P,  ^  A-.P,  A-  étant  une  constante.  D'ailleurs,  dans  ce  cas  particulier,  /"et  /',  se  réduiraient  à  une  même  droite 
double  et  F(X)  serait  bien  idenliquemcat  nul.  Excluons  ce  cas  ;  et  >oient  j,  .7,  ;  les  coordonnées  du  point 
double  de  la  conique   f  ■+■  //i.    On  a 

a;2  _  ?/2  __  a2   -^  î/3  _  --c  _  ^  _  fi{^>  V'  ^) . 

"i  "",«'"■  7'  ~-"p  ~  y  ~  f  "    F'(X)  ' 
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mais  F(X)  ^^  0,  donc  F'(X)  ^  0,  par  suite  f(x,  y,  z)  —  0  et  fi(x,  y,  z)  =  0.  Ainsi,  x,  y,  z  est  un  point 
double  unique  de  la  conique  f  +  À/,,  et  ce  point  double  appartient  à  toutes  les  coniques  du  faisceau.  Il  faut 
alors  distinguer  deux  cas  ; 

1»  Le  point  double  est  indépendant  de  X.  —  Dans  ce  cas  toute  conique  du  faisceau  se  compose  do  deux 
droites  issues  d'un  point  déterminé,  de  sorte  que  l'on  a  par  exemple 

/•  =  P.  g,    l\  =  rtp2  +  -26PQ  +  tl)2        et        /■  +)/i  =  aP^  +  (ib  +  >.)PQ  +  cQ-. 

2"  Le  point  double  dépend  de  la  valeur  de  À.  —  Soient  P,  Q  et  P,,  Qi  deux  couples  de  droites  du  faisceau  : 
désignons  par  w  le  point  de  concours  des  droites  P,  Q  et  par  o/  le  point  de  concours  des  droites  Pj,  (J,  ; 
tous  les  points  doubles  sont  nécessairement  des  points  communs  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  puisque 
F'(X)  =  0.  Par  suite  (■>  est  sur  Tune  des  droites  P,  ou  Q,  et  w'  sur  l'une  des  droites  P,  Q  ;  il  en  résulte  que 
woj'  est  une  droite  commune  aux  deux  couples  ;  supposons  que  ce  soient  les  droites  P  et  P^  qui  se  confondent 
avec  wf./;  on  a  ainsi,    X'  et  X"   désignant  des  valeurs  convenables  de  X, 

^+X7,  =P.Q,    /•+X"A:sP.Q, 
et  par  suite  (X'  -  X"X/-  +  X/";)  =  [(X  -  X")Q  +  (X'  -  X)r),].P  ; 

on  voit  ainsi  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  doubles  sur  la  droite  P,  et  un  autre  isolé. 

Discussion  relative  à  ta  'réalité. 

Nous  supposons  les  coefficients  de  f  et  /■,  réels. 

Dans   le   l'''   cas,    les  trois  racines  étant  distinctes  il  peut  arriver  deux  cas  : 

A)  Trois  racines  réelles  et  inégales.  Nous  avons  posé  f  -h  X,/",  :^H  PiQ,,  f  -+-  X^/',  :^  P^Q.)  ;  et  nous  savons 
qu'à  une  racine  réelle  correspondent  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  1°  Si  les  quatre  droites 
Pi,Qi,P.2,  Ui  sont  réelles,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  réels  et  par  suite  les  droites  AC  et  BD  c'est-à- 
dire  les  droites  P3,  Q3  sont  aus-i  réelles  ;  les  coniques  se  coupent  donc,  dans  ce  cas,  en  quatre  points  réels 
di:^tincts  ;  il  y  a  trois  couples  de  sécantes  réelles  et  les  trois  sommets  du  triangle  conjugué  commun  sont  réels. 
2"  Supposons  P,,  Q,  réelles  et  P2,  Qi  imaginaires  conjuguées  ;  les  poiuts  A,  B,  C,  D  sont  imaginaires.  En  etïet, 
le  point  de  concours  w^  des  droites  P.,,  0-2  élant  réel,  il  ne  peut  y  avoir  d'autre  point  réel  sur  aucune  de  ces 
deux  droites.  On  voit  (|ue  A  et  B  sont  conjugués  ainsi  que  C  et  D  ;  le  troisième  couple  AC,  BD  est,  formé  de 
droites  imaginaires  conjuguées.  3"  Supposons  P,,  (J,  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  Po  et  g^  !  on  voit 
comme  précédemment  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  encore  imaginaires  ;  les  points  A,  intersection 
de  P,  et  Q2  et  C,  intersection  de  P2  et  Oi  sont  imaginaires  conjugués  ;  il  en  est  de  même  des  points  B  et  D 
et  par  suite  les  sécantes  AG  et  BD  sont  réelles.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  :  Si  les  trois  racines 
do  l'équation  F(X)  =  0  sont  réelles  et  inégales,  les  coniques  /'  et  /",  se  coupenten  quatre  points  distincts  réels, 
ou  en  quatre  points  imaginaires  conjugués  doux  à  deux  et  admellent  un  triangle  conjugué  commun  réel. 

B)  Une  racine  réelle  et  deuc  racines  inuuj inaires  conjuguées.  Soient  X,  la  racine  réelle  et  X2  =  p  +  </i,  X-,  -  p  —  qi 
les  racines  imaginaires.  On  a  f  +  X^/",  ^e  PU,  /"  +  X./,  n:  l'oUd.  1*  -  0,  Q  =  0  représentant  deux  droites 
imaginaires  non  conjuguées,  Pq  =  0,  O,,  =  0  étant  les  poivnomes  respeclivement  conjugués  des  deux 
premiers.  Les  points  (P,  P(,)  et  (0,  Qo)  sont  réels  ;  désignons-les  par  A  et  B  ;  les  points  (P,  Oo)  ^^  (Po»  0' 
sont  imaginaires  conjugués;  désignons-les  par  G  et  D  ;  ils  ne  peuvent  être  réels,  car  A  et  G  sont  distincts  ;  si 
G  était  réel,  la  droite  AG  c'est-à  dire  la  droite  P  serait  réelle.  Le  troisième  couple  qui  correspond  à  la  racine 
X,  est  formé  par  les  droites  AB  et  GD  ;  il  est  donc  réel.  Ainsi  quand  l'équation  en  X  a  une  seule  racine  réelle, 
les  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points  réels  o(  distincts  et  en  deux  poiuts  imaginaires  conjugués.  Le 
triangle  conjugué  commun  a  un  sommet  réel  et  doux  sommets  imaginaires  conjugues.  Hemarquons  enfin  que 
dans  le  cas  dos  trois  racines  distinctes  il  y  a  un  ou  (mix  couples  do  sécantes  réelles  (*). 

2''  cas.  —  /'/(('  racine  double  X,  n'annulant  juis  tous  les  mineurs.  La  racine  simple  Xj  (qui  est  réelle  ainsi 
que  la  racine  double  X,)  donne  doux  droites  réelles,  car  l'une  d'elles  csl  la  tangente  commune  au  point  01, 
lecjuel  est  nécessairement  réel  commo  élant  l'intersection  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées, 
mais,  nous  venons  de  lo  dire,  les  droites  du  couple  correspondant  à  la  racine  double  pouvout  i^lre  réelles  ou 

(*)  Voir  une  di'inonslration  piiroiiicnt  alfji'briiiiic  et  ilirocle,  dans  le  TiaiU'  de  Cnovkiftrw  anulijliiiuf,  de  M.  II.  l'uiinol.  pape  ms. 
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imatrinaires  conju^'ures.  Dans  le  premier  cas  les  coni(iues  se  touclicnlon  un  point  réel  et  se  coupent  en  deux 
autres  points  réels;  clans  le  second  cas  ciles  se  touchent  en  un  point  réel  et  se  coupent  en  deux  autres  points 
imaginaires  conjugués. 

3  cas.  —  La  raciiv  double  annule  lous  les  mineurs;  f  +  X/,  —  -P»,  (s  =  ±  1)  ;P  est  à  cocllicients  réels; 
les  deux  coniques  sont  bitangenlcs,  la  corde  des  contacts  étant  toujours  réelle,  mais  pouvant  couper  les 
coniques  en  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Dans  le  premier  cas  le  couple  correspondant  à  la 
racine  simple  est  formé  de  deux  tangentes  communes  réelles;  dans  le  second  cas,  de  deux  tangentes  communes 
imaginaires  conjuguées. 

Dans  le  4  et  le  5'  cas  les  sécantes  sont  nécessairement  réelles;  car  le  point  de  contact  étant  unique  est  réel, 

On  voit  encore  aisément  que  si  les  coniques  sont  réduites  à  deux  droites  et  ont  une  droite  commune,  elles 
sont  composées  de  droites  réelles;  mais  cela  n'est  plus  nécessaire  quand  elles  se  réduisent  à  deux  faisceaux 
do  droites  issues  d'un  même  point. 


ALGÈBRE 


136.  —  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 

2  Loiï  sin  O.dO. 


X^ 


PnEMiF:RE  SOLUTION,  —  Posons     I  =:    f-i  L  sin  O.rfO,        J  =r    A  L  ces  0(/0. 
Eu  posant    0  =  ^  -  0',  on  voit  que  I  —  J.  Ajoutons  ces  deux  intégrales: 

I  +  J  =  21  =    Cm.  sin  0  -+-  L  ces  OirfO  =    f^  L(sin  6  ces  Ô)dO 

i/o  Jii 

ou  encore,  en  posant  20  —  /, 

21  =  in^sin  tdt  -^L2, 

Mais     /    L  sin  t.dl  —  2  /  2  L  sin  l.dt  ~  21,  puisque  les  valeurs  do  Lsin/  sont  les  mûmes  entre 

./u  Jo 

0  et  -  et  entre  -^  et  tt;  donc  enfin 
2  2 

2  -      2 

^Capitaine  E.  N.  Barisif.n.) 

Solulion  identique  par  M.  Giuseppe  Santacroce  (école  industrielle  de  Foggia)  et  M.  L.  Maury, 
répétiteur  au  lycée  d'Alais.  M.  Maury  fait  rcmarciuer  que  cette  intégrale  est  calculée  dans  \(i%  exercice  fi 
(le  Frenet,  au  moyeu  du  Ihéorèmi;  de  Cotes.  Solution  analogue  par  M.  Duportal  (lycée  Condorcet). 


Dklmkme  solution.  —  La  valeur  de  l'intégrale  clierchéc  est  la  limite  de  IVxpressiou 

1     T. 

2"  2 
quand?!  croit  indéfiniment.  L'expression  précédente  peut  être  écrite  ainsi,  eu  négligeant  le  dernier 


2    -  2   -  2"    —    1    -  ::" 

L  sin   ""^  -)-  L  sin  ;r-  ^  -(-   ...   +  L  ^^—^ '^   r-  L  sin    ' 

"2"  2  2"  2  2"       2  1 
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terme  dont  la  limite  est  nulle: 


1     TT     ,     r    .  1      TT  .         2    71  .        2"     -     1    - 

—  L.  siu  ;r-  —  X  sin  ;:—  —  X  .    .    X  sin 


2"  2     ■         2"  2  2"  2  2"       2 


]•  (1) 


(2) 


,     ,  r    .  1      TU  .         2       TT  .       2"     -     1    Tl] 

Posons  <p(n)  =  j^sm  —  ^  X  sin  —  -  X  . . .  X  sin  -^^ —  -J  • 

En  vertu  des  identités 

.    2"  -  k  T.  k  t:  .      k  r.  k   T.        \     .       k    T. 

sm  — ; =  cos  -r-  ^  »         sin  -r-  --  X  C03  ^r-  --  =  -  siu  - — r  —  , 

2"      t  2"  2  2"  2  2"  2       2         2"~'  2  ' 

l'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

.  ,       /l    .       1     ttX  /l     .       2     7r\         /l     .    2"-'  _l  ^\    .    r 
?W  =  (^  SI"  ^  2  )  k  '"'  2^  2  j  ■  •  •  I2  '^^  -Ti=^  2  j  '^°  4 

,     X  1  1  /  I  ?(n-I) 

ou  »(w)  ^  — ^     „  ■      9(n  -  1j  =  - — —7. 

v/222"-'-'  22""'-^ 

d'où  L  9(n)  ^  L  cp(n  -  1)  +  (2-»  -  ^)  L  |  ' 

On  en  déduit  aisément 
L9(«)  =  L9(1)  +  (2«-'  +2"-2+  ...  +2^  +  2'  - -^)  L  i  -  L  cp(l)  +(2"  -  !^)  L - 

Or,     L  (p(l)  =LsinJ  =  -L-;     donc     L  ^(n)  =  (^2"  -  ^^-^— )  L  ^     et  par  suite 

/tt  Lcp  (n)\  /  n  4-  2\    1:       1         ::       1 

lim   — — ^ =  lim    I ^^.    l'^^rr  —  T^^' 

\2      2"     /  \  2"+'  /   2      2       2      2 

L.  P.  Rando.n. 

M.  G.  Santacroce  a  envoyé  une  solution  analogue,  mais  fondée  sur  le  théorème  do  Côtes. 
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119.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d'une  parabole  sur  les  normales  à  celle  courbe. 

(Ecole  des  ])unts  cl  rltati^^ées,  Ctnti::^  prn>aiatoircs,  IS'JI. 

Soit  î/^  -  tp-v  -^  0 

l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet. 

L'équation  d'une  normale  à  cette  courbo  est  de  la  forme 

/nn' 
y  -.-=  m(,r  -  /,)  -  ^-  . 

La  perpondiculairo  abaissée  du  foyer  sur  cette  normale  a  pour  équation 

my  +  ,r  -  '^  =^  0. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  on  éliminant  m  oniro  ces  deux  dernières  équations.  Il  y  a  évidem- 
ment avantage  à  triinsporler  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  jirenant  le  foyer  pour  origine;  on 
obtient  ainsi  les  deux  équations 

my  +  .r  ==  0 


29() 
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eu  remi)la(;aiit   m    par    —         on  ol)tit'nt  pour  riMiualion  du  lion 

Le  lieu  se  compose  donc  des  droites  isotropes  issues  du  foyer  (ce  qui  était  cvidentrtyyr/o/-/i)uis(|ue 
ces  droites  sont  en  même  temps  des  taugentes  et  des  normales,  et  que  les  perpendiculaires  qu'on  peut 
leur  mener  par  le  foyer  eoïncident  avec  elles-mêmes)  et  d'une  parabole  ayant  pour  sommet  le  foyer  de 
la  parabole  donnée,  et  pour  paramètre  le  quart  du  paramètre  de  celle  tlernière. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Soit  MN  une  normale  à  la  parabole  ayant  le  point  A  pour  sommet  et  F  pour  foyer.  Le  triangle  FMN 
est  isocèle,  et  par  suite,  la  perpendiculaire  FP  sur  la  normale  tombe  au  milieu 
P  de  MN.  Soient  H  et  K   les  projections  de  M  et  de   P   sur  l'axe;  on  sait  que 

1 

la  sous-normale    HX  est  égale  a  p,  parsuite,     KN  =   -p;     le   triangle  rec- 


tangle   FPN    donne 


PK' 


FK.KN 


•FK; 


donc  le  point     P     décrit  bien  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  point     F 

et  pour  paramètre     -• 

(R.  Li';vY,  lycée  Jaason  de  Sailly.) 

[Ont  rt'solu  la  même  iiueslion  :  MM.  Audoin,  lycée  d'An^roulème;  Bpi;g.m.\x,  Sainl-Louis;  Blondel,  lycée  d'Amiens;  Boi'iiitir.NNK,  à  Houen  ;  Louis 
Bros,  ù  Sauil-Ci irons:  D.  cot.  lycée  de  l'oiliers;  F.  Kauhk,  lycée  tle  Gren(;blc:  Gazagne,  lycée  de  Lyon  -,  .lames  Hais,  lycée  Hoche;  Eugène  Hai.laiu), 
lycée  de  Bordeaux;  A.  Lbhoux.  "pensionnat  des  frères  de  Passy  ;  L.  Pkrhée,  lycée  Condotcel;  Louis  Salle,  lycée  d'Algerj  Vazou,  professeur  au  collège 
de  Falaise;  G.-B.  Verrina,  à  Voltri;  C.Wavrant  maître  répétiteur  au  collège  dcDraguignjn.: 
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148. —  On  donne  une  sur  face  (lauche  de  révolution  dont  Taxe  OZ  est  vertical  et  situé  à  90'"'"en  avant  du 
plan  vertical  de  projection;  le  collier,  dont  le  rayon  égale  20""",  a  pour  cote  100""";  les  génératrices  font  un 
angle  de  ■)0°  avec  le  plan  horizontal. 

/°  On  prend  sur  cette  surface  un  point  M,  .s/7(/c'  au-dessous  du  collier  et  dont  Véloignement  est  de  115"'"' 
la  ligne  de  rappel  mm'  étint  placée  à  9"""  à  droite  du  point  0.  Construire  le  plan  P  tangent  en  ^I  //  Vliyper- 
boldid<',  et  la  sphère  S  (pd  a  son  centre  sur  l'axe  OZ  et  est  tangente  en  M  au  plan  P. 

i^  Tracer  les  contours  apparents  d'un  cône  circonscrit  à  cette  sphère  suivant  le  petit  cercle  dont  le  plan, 
perpendiculaire  au  plan  vertical,  passe  par  le  point  M  et  par  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère. 

Expliquer  de  quelle  nature  est  l'intersertion  de  ce  cône  et  de  l'hgperboloïde  et  quelle  particularité  présente 
la  projection  verticale  de  cette  intersection. 

(L'hyprrholdide  est  limité  au  plan  du  collier,  et  la  sphère  est  supposée  transparente.  —  Tracer  laligne de 

terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  ta  feuille.) 

(Certificat  d'aiitiliHle  ù  l'unseignetnent  spécial,  iS'JI,  V  session.) 


iiiS  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Pour  ol»t»'nii-  la  projection  verlicalo  ilu  point  M.  je  clétermiue  les  deux  géuératrices  passant  par  ce 
point  ;  elles  sont  i)rojotécs  horizoulalement  (Ml  ma  et  mb.  Je  coupe  l'hyperboloïile  par  le  plan  hori- 
zontal île  projection  (jui  me  lionne  le  point  ce'  sur  la  génératrice  principale,  et  dans  l'IiyperLoloide,  un 
cercle  de  contre  o  et  de  rayon  oc;  les  génératrices  de  l'iiyperboloide  qui  passent  par  M  sont  AC  et 
13D,  dont  les  projections  verticales  se  coupent  en  m'. 

Le  plan  tangent  en  (mm')  est  déterminé  par  les  génératrices  [amc,  a'm'c)  et  [bmd,  b'm'd'). 

Pour  avoir  le  centre  de  la  sphère  tangente  à  l'hyperboloïde  eu  M  et  ayant  son  centre  sur  l'axe,  je 
mène  la  perpendiculaire  m'^y,  mo  au  plan  (à  l'aide  de  la  ligue  de  front  {fc,f'c')\  le  centre  de  la  sphère 
est  (o,  5');  son  rayon  est  la  vraie  longueur  de  {m'n\  mo)  ou  m'ic'. 

Le  cône  de  révolution  est  déterminé  par  son  sommet  et  la  sphère  inscrite,  le  parallèle  de  contact 
étant  ,3'y'. 

Le  cône  et  l'hyperboloïde  ont  un  plan  principal  commun;  ils  sont  bi-tangents en (w 7/1')  et  {m^  m'); 
riuterséction  en  projection  verticale  sera  une  conique  ayant  un  point  double  en  m';  donc  un  système 
de  deux  droites.  L'intersection  se  composera  de  deux  courbes  planes  dont  les  plans  seront  perpendi- 
culaires au  plan  vertical. 

Pour  avoir  la  direction  des  deux  droites  (qui  sont  les  asymptotes  de  la  projection  verticale),  je 
riMuplace  l'hyperboloïde  par  sou  cône  asymptote  et  je  transporte  le  cône  S  en  0.  Je  coupe  par  une 
sphère  qui  détermine  des  parallèles  se  coupant  en  h'  et  /'.  Je  mène  par  m'  des  parallèles  à  o'I'  et  o'h'; 
j'ai  la  projection  verticale  de  Tinter.'  ection. 

Pour  avoir  la  projection  horizontale,  je  fais  des  sections  planes;  t'u'  me  donne  une  ellipse  dont  les 
sommets  sont  t  et  u,  un  des  axes  est  /w,  l'autre  est  la  corde  du  point  ww'  milieu  de  {tu,  t'u')  dans  la 
section  droite  du  cône,  v'm'  me  donne  une  hyperbole.  Pour  avoir  les  asymptotes,  je  considère  le  cône 
asymptote  de  l'hyperboloïde;  le  plan  o'h'  le  coupe  suivant  les  génératrices  OK,  OKj  qui  sont  les 
directions  des  asymptotes,  les  points  de  rencontre  q  et  /■  de  la  trace  horizontale  du  plan  v'm'  avec  la 
tangente  à  la  base  du  cône  asymptote  fin  k  et  A,  sont  les  traces  des  asymptotes. 

La  génératrice  s'i',  tangente  en  t  au  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  de  centre  (0,  t'), 
détermine  les  points  de  contact  À,  Xj,  \k,  ixj  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  avec  le  contour  apparent 
horizontal  du  cône. 

Le  plan  horizontal  coupe  le  cône  suivant  une  parabole. 

L'épure  représente  le  solide  commun  au  cône  et  à  l'hyperboloïde  limité  au  plan  horizontal. 

(GÉRAHD,  lycée  8ainl-Louis.) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 

École  normale  supérieure  (1891).  (Suild) 
Questions  de  M.  h'œnigs. 


81.  —  Klanl  donnée  l'équation 

f(x)  -  nu), 

où  f\x]  désigne  un  polynôme  entier  du  Iroisièmc  de^ré,  trouver  des  polynômes  du  second  degré  ç,  •}/,  /  dépendant  d'uu 
paramètre  >,  cl  tels  qu'en  posant 

X  =:    .  '/  ^^  » 

l'équation  donnée  soil  vennce  identiquement. 

Si  f{x)  est  du  quatrième  degré,  à  quelle    condition  pourra-t-on    trouver  des  polynômes   ?,  ^,    /  ayant   la   même 
propriété?  Prouver  qu'il  sullit  que  fix)  z^  0   ail  une  racine  double. 
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82.  —  Étant  donnée  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -hpx^  +  ryx  +  r  =  0, 
trouver  une  transformation  homographique 

mx  -+-  n 

y  =^ 

m'x  +  n' 

qui  reproduise  les  naines  de  la  proposée. 

83.—  Étant  donnicune  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  sont  a,  ,'i,  y,  o,  on  sait  que  les  quantités  telles 

que  2  —  (a  +  ^i  —  Y  —  5)-,      M  ==  aji  -I-  yo 

sont  racines  de  deux  équations  du  troisième  degré.  Comment,  de  l'équalion  donnant  les  valeurs  de  z,  peut-on  passer  à 

celle  qui  donne  les  valeurs  de  m? 

x^              y^              s^ 
84.  —  Résoudre  le  système  ~ r  +  rz- — r  +  ~, :  —  1  =  0, 

■^■'      .      y" 


a»  —  ;j.        b^  —  (j.        c^  —  ;j. 

x^ y^ 

a^  —  V        6*  — 


+ •  -1=0, 

+ 1=0- 


85.  —  Soient  f{x)  =0  une  équation  algébrique  de  degré  m  ayant  ses  racines  a,  b,  c  ...  l  distinctes  et  G  (x)  un 
polynôme  de  degré  m  —  2.  Démontrer  que 

iG(fl) 


1 


0. 


86.  —  Décomposer  en  fractions  simples 


(a;+l)2''+i  [X-  1)-"-"' 


87.  —  Étant  donnée  une  stropboïde  droite  définie  par  l'équation 

x[x'^  +  y^)  —  o(x»  —  y*)  —  0, 
en  posant  y  =  Ix  on  exprime  x  et  y  en  fonctions  rationnelles  de^.  On  considère  qualre  points  de  la  courbe  de  paramètres 
l,  l',  0,  0';  trouver  la  condition  pour  que  ces  points  soient  sur  un  cercle,  en  se  servant  des  paramètres  des  troisièmes 
points  de  rencontre  des  droites  t,  t,  et  0,  0'  avec  la  courbe. 

88.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  et  deux  points  M,  M'  de  coordonnées  (p,  q],  (p',  </)  qui  sont  des  nombres 
entiers  vérifiant  l'égalité 

pq'  —  7//  _  I, 

montrer  que  dans  le  triangle  OMM'   il  n'y  a  aucun  point  dont  les  coordonnées  soient  des  nombres  entiers. 

X*  W^  3^ 

89.  —  Étant  donné  l'ellipsoïde  é:  "i  +  fi  +  'iï"!— 0' 

on  considère  une  cubique  gauche  représentée  par  les  équations 

Aa»  B6'^  Ce' 

x  = 


),  —  p  ■       l—  q  l  —  r 

qui  rencontre  l'ellipsoïde  en  six  points.  Montrer  que  les  normales  à  l'ellipsoïde  en  ces  six  points  sont  sur  une  niOmo 
quadrique. 

90.  —  Par  un  point  A  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse,  on  mène  une  droite  A  quelconque;  du  centre  de  roUipsc,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  D  sur  la  droite.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  A  et  du  diamètre  conjugué  à  la 
direction  D.    On  trouve  l'hyperbole  d'Apollonius.  Expliquer  géométriquement  ce  résultat. 

j;l  J.1  f'2 

01.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde  ' — I-  r. -I 1     -  0, 

^  a'       6"       c' 

tJaIr  un  point  \{-i\,  //„,  z„)  on  mène  une  droite  quelconque  D.  On  mène  le  plan  diamétral  P,  perpendiculaire  à  1>.  A  quelle 
condition  le  diamètre  conjugué  du  plan  1'  renconlrera-lil  la  droite  D?  Quand  la  condition  est  remplie,  trouver  le  lieu  du 
point  (le  rencontre.  Expliquer  géométriquement  le  résultat  trouvé. 

92.  —  É([uatioa  générale  des  quadriques  ayant  le  plan  des  -i  ;/  pour  plan  cyclique.  Trouver  les  axes  de  ces  quadiiqucs. 

93.—  Étant  donnée  la  strophoïdo  droite 

.r[x* +y*)  —  (i(x^  —  y'] -^^  û, 
trouver  les  normales  issues  d'un  point    A(a,  ,ii,    eu  écrivant  que  la  distauic  do  ce  point  à  la  couibo  est  maximum  ou 
minimum. 

Faire  passer  une  conique  par  les  cinq  pieds  des  normales  issues  de  (a,  ,->).  Montrer  que  le  sixième  point  d'inter- 
section de  la  conique  et  de  la  cubique  est  le  point  de  rcnconiro  de   OA   avec  la  cubique,   O  étant  son  point  double. 
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94.  —  l'ar  deux  poiutspris  sur  uuo  slrophoïtlo  droite  on  fait  passer  uue  famille  de  cercles.  Démontrer  qu'ils  coupent 
la  slropboïde  de  uianiùre  que  la  seconde  corde  d'intersection  passe  par  un  point  lise. 

95.  —  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaire?.  Sur  Ox  ou  prend  deux  points  F,  V  d'abscisses  égales  cl  de  signes 
contraires  c,  —  c.  Par  un  point  M  on  mono  une  droite  rencontrant  Ox  et  P  en  0//  en  Q.  On  prend  le  point  P,  conjugué 
de  P  par  rapport  ù  V  et  F'  et  Q,  conjugue  de  Q  pir  rapport  aux  points  ?,  ?'  situés  sur  Oy  cl  ayant  pour  ordonnées 
c  v  —  1      et     f  \  —  1.  Démontrer  que  les  droites  PQ  et  P,Q,  sont  rectangulaires.  Trouver  renvcloi)pcdel',Q|. 

Démontrer  que  le  point  M  étant  fixe,  si  l'on  abaisse  du  point  M  une  normale  sur  une  ellipse  ayant  F  et  F  pour 
foyers,  la  tangente  au  pied  de  la  normale  est  une  droite  l'iQi.  Polaire  réciproque  de  l'enveloppe  de  P,<Ji.  L'enveloppe  est 
une  parabole;  trouver  son  foyer. 

96.—  /(.()  étant  un  polynôme  du  troisième  degré,  quelle  est  la  courbe  représentée  par  l'équation 

f{x)  :=  f{y)1 
On  trouve  une  droite  et  uue  conique  :  calculer  l'excentricité  de  la  conique. 

97.  —  OucUe  est  la  surface  représentée  par  Tcquation 

A.r  -\-  By  -h  Cz  +  D  ax^  +  26zy  -h  cy» 


A'x  +  B'y  -h  G'z  +  D'       a'x^  +  2b'xy  +  c'y^ 
Nature  des  sections  faites  par  des  plans  menés  par  l'axe  des  z.  Plan  langent  en  un  point  de  l'axe  des  z. 
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149.   —  Êvulucr  le  volume  compris  outre  le  plan  des  xy  et  les  surfaces  représentées  par  les 
équations 


—  ,         x^  +  2/*  -  2fl(.X'  +  y)  +  a«  =  0. 


(G.  B.  Verrina,  à  'Voltri.) 


150.  —  On  dounc  deux  droites  D,  D'  et  deux  plans  P,  P'.  Trouver  le  lieu  du  poiul  M  dont  les 
dislances  aux  droites  I),  D'  évaluées  parallèlement  aux  plans  P  et  P'  respectivement  sont  dans  un 
rapport  constant.  Le  lieu  est  une  quadrique.  Quelles  sont  les  quadriques  susceptibles  de  ce  mode  de 
génération  et  quelles  positions  occupent  par  rapport  à  l'une  d'elles  les  droites  D,  D'  et  les  i)lans  P,  P'. 

151. —  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à  une  génératrice  rectiligue 
lixe  G  d'un  quadrique  et  à  toutes  les  génératrices  du  môme  système.  Ce  lieu  est  une  conique.  Trouver 
l'enveloppe  du  plan  de  cette  conique  quand  la  génératrice  G  décrit  la  quadrique. 

152.  —  On  considère  les  coniques  (C)  suivant  lesquelles  un  plan  P  coupe  un  système  de  surfaces 
homofocales.  Trouver  le  lieu  des  centres,  le  lieu  des  foyers,  l'enveloppe  des  axes  dos  coniques  (G). 

(PuiG,  professeur  au  lycée  de  Belfort.) 


Le  licdacteur-Gérant  :     H.  VUIBERT. 


pAKis..—  mr.  cBAix.—  7'8t-:i-eï. 


2e  Année.  N»  8.  Mai  1892. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ALGEBRE 


131.  —  Soient   u  --  f(x),  v  =  (p(x)  deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux.  Si  l'équation 

g(u,  v)  =  u^  -  3uv  +  2v^  ==  0 
admet  la  raeine  a  au  degré  p  de  multiplicité,  l'éqvalion 

g(u',v')  =  u'-'^  -  3ii'v'  +  2v'*  =  0 
admet  la  racine  a  au  moins  au  degré  p  —  1  ;  u'  e^  v'  étant  les  dérivées  de  u  et  de  v. 

On  peut  écrire 

g{u,  v)  ^  (u  —  v){u  —  2y) 

et  g{u',  v')  ^  (u'  —  v'){u'  —  2i;'). 

Puisque  u  et  i;  sont  premiers  entre  eux,  u  —  v  et  u  —  2v  le  sout  aussi;  ces  deux  polynômes  ne 
peuvent  admettre  en  même  temps  la  racine  a;  et  comme ]>ar  hypothèse  (/(it,  v)  est  divisible  par  [x  —  aji', 
il  faut  que  l'un  des  deux  facteurs  u  —  v  ou  u  —  2v  soit  divisible  par  {x  —  a)''.  Supposons  que  ce  soit 
u  —  v;  alors  sa  dérivée  u'  —  v'  sera  divisible  par  (x  —  a/'~',  et  g(u\  v')  admettra  bien  la  racine  a  au 
moins  au  degré  p  —  1,   car  u'  —  tv'  pourrait  admettre  cette  racine. 

Plus  généralement,  considérons  le  polynôme  homogène  à  deux  variables 

/"(m,  v)  =  aoU"*  +  aiW"'-'u  +  a^u"^-^v'^  +  . . .  o,„i'"', 

et  supposons  que  ce  polynôme  soit  décomposable  en  un  produit  de  m  facteurs  linéaires  distincts  de  la 

forme   lu  +  iJ-v.   Si  f{u,v)  admet  le  facteur  {x  —  ay,  f{u\  v')  admettra  le  facteur  x  —  a   au  moins 

p  —  1   fois. 

Ch.  Rii'AULT,  soldat  au  27'  de  ligne,  à  Dijon. 

Solutions  semblables  par  MM.  Audiriîrt,  à  Marseille;  L.  lioi-:,  à  Tarbes  ;  Gai.lotti,  Condorcel:  Okraud,  Sainl-Louis;  J.  Hais  (Ijcée  Hoche); 
L.  Perrée,  Condorcel;  G.  A.  I'olilliakt,  lycée  do  Clermonl. 
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123.  —  Par  un  point  donné,  on  mène  des  droites  paraUèlcs  à  un  si/sléme  de  deux  diamètres  conjugues 
rariables  d'une  conique  C;  démontrer  que  la  droite  joignant  les  milieux  des  cordes  interceptées  sur  une 
seconde  conique  C  passe  par  un  point  /ire. 

La  proposition  se  ramène  immédiatement  au  théorème  do  Frégior.  l'iii  olVot.  It>s  milieux  des  cordes 
ikUerminées  dans  une  conique  C  par  les  sécantes  issues  d'un  point  A  sont  sur  une  ooniiiuo  C  passant 
par  le  point  A;  par  suite,  on  mène  par  le  point  A  deux  sécantes  parallèles  à  deux  dianiètres  conjugués 
do  la  coni([uo  C,  on  joint  leurs  points  do  rencontre  M',  M' avec  la  conique  C;  on  sait  que  la  droite  M'M' 

passe  par  un  point,  fixe,  on  vertu  (ruiie  généralisation  bien  eonnue  du  théorème  de  Krégier. 
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AUTRE   SOLUTION 

Ou  peut  traiter  la  (jucsliou  j)ar  le  calcul. 

Prenons  pour  axo  des  x  un  diamètre  passant  par  le  point  donne,  l'axe  des  y  ayant  une  direction 
conjuguée  à  celle  de  l'axe  des  x,  par  rapport  à  la  conique  C  qui  aura  par  suite  une  équation  de  la 

for  me 

kx'  +  C(/-  -v-  2Da;  +  F  .=  0. 

L'équation  aux  abscisses  des  points  d'interseclioii  de  cette  conique  et  d'une  sécante  représentée 

par  l'équation 

y  =  mx 


est 

la  demi-somme  tles  racines  est 


(A  +  Cm=')  X''  +  -2Dx  +  F  ^  0  ; 


-  D 


A  +  Cm* 

Ou  a  doue,  en  appelant  x^,  J/i   les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  déterminée  par  cette  sécante, 

-  D  Dm 


X,   = 


Cm'' 


Vi^  - 


A  +  Cwi» 


Les  coordonnées  du  milieu  correspondant  à  uue  sécante  Jout  le  coeflicieut  angulaire  est  m',    sont 
de  même 


D 


-  Dm' 


a*,  = 


y^  = 


A  +  Cm'*'        "''       A  +  Cm'= 
La  droite  qui  joint  ces  deux  points  a  pour  équation 


ou,  eu  supprimant  le  facteur  m  —  m', 


X 

y 

1 

-  D 

-  Dm 

A  +  Cm' 

-  D 

-  Dm' 

A  +  Cm'* 

m 

—  m', 

X 

y 

1 

-  D 

-  Dw 

A  +  Cwi* 

0 

D 

—  C(m+m') 

=-  0  . 


=  0, 


ce  qu'on  peut  écrire  en  supprimant  le  facteur   D   qu'on  doit  évidemment  supposer  différent  de  zéro, 

cc(Cmm'  —  A)  —  dm  +  m')y  —  D  =  0 .  (1) 

Mais  1(  s  directions    (m,  m'i    étant  conjuguées  par  rapport  à  uue  conique   G,   on  a  entre   m   et   m' 

une  relation  de  la  forme 

a  +  îï(m  -H  m')  ■+■  '{mm'  =  0  .  (2) 

L'équation  (i)  renferme  deux  paramètres  m  +  m'  et  mm'  qui  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  qui 
sont  liés  linéairement  par  l'équation  (2);  la  droite  représentée  par  l'équation  (1)  passe  donc  par  un 
point  fixe  dont  on  obtiendra  les  coordonnées  x^,,  y^  en  posant 

Cxq  _  -  Cyo  ^  -  {kx„  H-  D) 

y     ~        p         ^  a 

Quand  ^  =  0,  le  point  fixe  est  sur  l'axe  dos  x.  Réciproquement,  si  la  droite  (1)  passe  par  un  point 

fixe  (Xq,  yo).  on  ^ 

XoiCmm'  —  A)  —  Cyo('«  +  '«')  —  D  =  0; 
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donc  les  directions  m,  m' sont  conjuguées  par  rapporta  une  conique  dont  les  directions  asymptotiques 

sont  définies  par  l'équation 

(Axo  +  I))x-  +  'li^y^xy  —  Ca?o  y^  —  0. 

Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Allaud  (lycée  Condorcet);  Alzeram  (lycée  Louis-le-Grand);  Bûurrienne  (Rouen);  S.  Lattes  (lycée  de  Marseille) 
L.  Perrée  (lycée  Condorcet);  G.  Raïnaud  (lycée  d'Alger);  s.  Thérom  (lycée  Condorcet). 

Nous  avons  encore  reçu  une  autre  solution,  dans  laquelle  l'auteur  fait  d'abord  remarquer  que  si  l'on  considère  un 
cercle  et  deux  cordes  rectangulaires  issues  d'un  point  P,  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces  deux  cordes  passe  par  le 
milieu  de  la  droite  OP  joignant  le  point  P  au  centre  0  du  cercle  ;  puis  il  projette  la  figure  sur  un  plan.  Nous  ferons  remarquer 
que  si  la  projection  est  cylindrique,  les  sécantes  se  transforment  en  sécantes  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  G' 
elle-même;  les  coniques  G  et  G' sont  donc  confondues.  Ge  n'est  qu'un  cas  particulier  delà  question  proposée.  Si  la 
projection  est  oblique,  le  milieu  d'une  corde  n'a  pas  pour  transforme  le  milieu  de  la  projection  de  cette  corde;  on  obtient 
encore  un  autre  théorème,  dont  nos  lecteurs  trouveront  facilement  l'énoncé. 


129.  —  On  considéi-e  deux  cercles  C,  C  tels  qu'il  existe  un  quadrilatère  inscrit  à  l'un  et  circonscrit 
à  l'autre;  trouver  le  lieu  du  centre  de  l'hyperbole  équilalère  circonscrite  à  l'un  des  quadrilatères  inscrit  à  l'un 
des  cercles  et  circonscrit  à  l'autre. 

On  sait  que  s'il  existe  un  .quadrilatère  inscrit  à  un  cercle  (J  et  circonscrit  à  un  cercle  C,  il  en 
existe  une  infinité,  et,  de  plus,  que  les  droites  joignant  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  passent 

par  uu  point  fixe  situé  sur  la  ligue  des  centres  et  sont 
perpendiculaires.  (Voir,  par  exemple,  la  Géométrie  analytique 
de  Briot  et  Bouquet,  n"  HO.) 

Soit  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  au  cercle  C  et  circon- 
scrit au  cercle  G';  les  droites  EF  et  GH  sont  perpendicu- 
laires et  se  coupent  au  point  I;  par  suite  les  points  de 
concours  P  et  P'  des  côtés  opposés  sont  sur  une  perpendi- 
culaire à  01,  la  polaire  du  point  I  par  rapport  au  cercle  C 
de  centre  0. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droile  01  et  pour  axe  des  y\a 
perpendiculaire  au  point  0.  Soient  R  le  rayon  du  cercle  C, 
a,  p  les  coordonnées  du  point  P,  a,  p'  celles  du  point  P'; 
a  est  constant,  p  et  ^' satisfont  à  la  condition 

p&'  +  a»:-0.  (1) 

obtenue  en  écrivant  que  les  polaires  des  iioints  P  et  P'  sont  perpendiculaires. 

Les  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD  peuviîut  être  considérées  comme  iiassaul  par 
l'intersection  des  tangentes  issues  de  P  et  de  celles  issues  de  P'.  L'équation  générale  de  ces  coniques 
sera  donc 

(a;«  -h  y^  -  R*)  (a^  -i-  p  -  R"-)  -  (aa;  +  ^y  -  R»)»  +  X  [{x^  +  if  -  R*j  (a»  -h  p'*  -  R«)  -  (jx  +  h'y  -  R«)*]. 
Écrivons  qu'elle  représente  une  hyperbole  équilalère;  on  obtient 

a»  -H  fv'  -  ^2R»  4-  |x  [a«  +  fs'»  -  "2H*J  =  0, 
et  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  peut  s'écrire 

{x"  +  fi"^  -  i2R«)  [(a;»  -+-  y''  -  W)  [x'  -f-  fJ»  -  RM  -  [olx  +  ^y  -  RM^j 

-  [a«  +  f^«  -  -2R»]  {{X-'  +  //•'  —  R»)  {x"  +  p'*  -  H'M  -  (a.j-  -h  p'v  -  R»)«]  =0. 

Le  premier  momhic  s'annuhint  pour    p  —  fi'    sera  divisil)li>  par    [i  —  }'.    ol  il  est  aisé  ilc  iiroupor  les 


^ 

^    --. 

N, 

v^*^      — -/ 

p 
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ternies  de  façon  à  mettre  en  évidence  ce  facteur.  Pour  ct'la  il  (;st  utile  d'ordonner  par  rapport  à  jv  et  [V  ; 
ainsi  on  peut  écrire 

{p  +  a»  -  2R«)  [3'  (a;»  -  R')  -  pu  [xx  -  R-)  -  IVx^  +  }f  (a'^  -  R»)  +  ±K'-j.x  -  R*a*l 

-  (S*  -+-  X»  -  2R')  [p  {x^  -  R*)  -  tb'y  {rxx  -  R*;  -  R»a;^  +  î/*(a'^  -  R'^)  +  IWHx  -  R-j}]  ==  0. 

En  retranchanl  les  tcniics  correspondanls  do.s  deux  lignes,  on  obtient 

-  lp^\^'  -  fi)  2/  (ax-  -  R»)  -H  (S'»  -  f^»)  [-  R'x^  +  y»  (a*  -  R»)  4-  2R«aa;  -  R»a»] 

-H  (&»  -  p)  (x«  -  2R»)  [x-'  -  R^)  -  2((3  -  pxji^x  -  R^)  (a''  -  "2R«)  =  0. 

Divisons  par  [i  —  [i',  remplaeous  fifi'   par    —  a*,    et  posons    fi  +  fi'  =  X,    on   ol)lient   l'équation 
suivante  : 

X  (»«  -  R'')  x-"  -  X  (x-  -  R)  If  -  4a  (a-  -  R«)  x-î/  -  SXR^ax  4-  4R*  (x"  -  R'^)  y  +  2R*X  =  0. 
Nous  aurons  le  lieu  ilu  centre  eu  éliminant  X  entre  les  deux  équations 

X(a»  -  R»)a;  -  2a(a''  -  R2).y  -  XR^a  =  0, 

-  2a£c  -  lij  +  2R«  =  0, 
ce  qui  donne  l'équation 

a(a'^  -  R-)  (a;»  +  }f)  -  R^(2a*  -  R'^)  X  +  R*a  =^   0. 

Le  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  Ox,  et  qui  passe  par  le  point  I,  car  pour  y  =  0,  l'équa- 

R*  aR* 

lion  donne  les  deux  valeurs  de  x,   x'  —  —  (abscisse  du  point  Ij  et  x" 


a*  -  -  R* 

AuDiUERT,  à  Marseille. 


128.  —  On  considère  le  cercle  F  inscrit  et  le  cercle  G  circonscrit  à  un  trianyle;  il  existe  une  infinité 
d'autres  triangles  T  inscrits  dans  le  cercle  C  et  circonscrits  au  cercle  F  ;  trouver  le  lieu  du  centre  et  l'enve- 
loppe du  cercle  aulopolaire  par  rapport  à  un  triangle  T;  montrer  que  ce  cercle  est  vu  de  deux  points  fixes 
sous  des  angles  cons:ants. 

Prenons  pour  axe  des  .r  la  droite  qui  joint  les  centres  des  cercles  donnés,  et  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  passant  par  le  centre  du  cercle  inscrit.  Les  équations  des  deux  cercles  seront 

x^  4-  If  -  r^  =  0,  (r) 

[x  -  df  +  y»  -  R^  =  0,  (C) 

et  l'on  a  la  relation 

rf^  ==  R'*  -  2Rr, 

puisqu'il  existe  un  triangle  circonscrit  à  F  et  insent  dans  C. 

Soit  maintenant  x"^  +  if  —  %.x  —  2fty  +  y  =  0  CS) 

l'équation  d'un  des   cercles  autopolaires  considérés.  J'écris  qu'il  existe  un  triangle  autopolaire  par 
rapport  à    S   et  inscrit  dans   C;    il  sulTU  d'annuler  un  des  invariants  simultanés,  et  l'on  obtient 

2v  _  a^  _  ^î  _  2rf-x  -  2Rr  ^0.  (1) 

De  même,  en  écrivant  qu'il  existe  un  triangle  autopolaire  par  rapport  à  S   et  circonscrit  à    \\   on 

obtient 

Y  -  2r«  ==  0.  (2) 

Tirons  y  de  (2),  et  remplaçons  dans  (I),  il  vient 

a»  4-  f.»  H-  2(/a  +  2R/-  -   '(T*  =  0,  (3) 

équation  du  lieu  ilu  centre,  qu'on  peut  écrire 

(./•    +    dY    +    if    -    {W    -    2/-)':::=    (». 
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Ce  lieu  est  un  cercle  aisé  à  construire. 

Pour  avoir  l'enveloppe  du  cercle  S,  je  remplace  dans  son  équation  y  par  2r%  ce  qui  donne 

a;2  ^  y2  _  Q.^^  _  2jj^  ^  2?-^  =  0,  (4) 

et  j'élimine  a  et  p  entre  les  équations  (4),  (3)  et  (o) 

a  +  rf        [3 

^■  =  ii'  '•'' 

On  obtient  sans  peine 

{x-"  -f-  y^^  +  4(a;*  +  ?/^)(rfx  +  2Rr  -  3r^)  +  8f//'^a;  -  M'y"-  -+-  4/-*  =  0.  (6) 

C'est  l'équation  d'une  quartique  bicirculaire.  On  peut  même  remarquer  que  c'est  une  cartésienne, 
c'est-à-dire  une  quartique  qui  admet  les  points  c^'cliques  pour  points  de  rebroussemcut. 

En  effet,  la  condition    (1)    exprime  que  le  cercle    S    coupe  orthogoualemeut  le  cercle  qui  a  pour 
équation 

3.2  4.    y2    _    2;-2. 

D'autre  part,  le  centre  du  cercle  S  décrit  un  cercle;  par  suite,  l'enveloppe  de  ce  cercle  est,  comme  on 

sait,  une  cartésienne.  D'ailleurs,  l'équation  (6)  peut  s'écrire 

(a;2  +  /y^  +  Mx  +  4Rr  -  6/-^  -  2^^;^  +  Mx{ir^  +  d^  -  2R»)  -+-  (4R*  -  4Rr  -  Or'  -  2^/^)*  :=  0. 

ou  K^  +  P  =  0, 

K  étant  le  premier  membre  de  l'équalion  d'un  cercle  et  P  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  droite. 

On  reconnaît  là  l'équation  d'une  ovale  de  Descartes. 

Je  dis  maintenant  que  les  cercles  S  sont  vus  de  deux  points  fixes  sous  des  angles  constants. 
Écrivons  pour  cela  que  d'un  point  .{x,y)   on  voit  le  cercle  S  sous  un  angle  2V,   c'est-à-dire  que 

tg'^  V  est  égal  au  rapport  du  carré  du  rayon  à  ia  puissance  du  point  par  rapport  au  cercle;  ou  obtient 

to..v= ^  +  r  -  '^'-' 

»  X^  +  y^  -  2ax  -  2^1/  -+-  2/'» 

OU  OL^  +  p'^  +  2tg'^  V(aa;  -1-  ^y)  -  {x"-  +  i/  +  2/--)  tg^V  —  2r-  —  0.  (7) 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  [5  satisfaisant  à  (3);  par  suit(\  les 
équations  (7j  et  (3)  doivent  avoir  leurs  coellicients  proportionnels,  ce  qui  donne 

y  =  o, 

a;  tg»  V  =  d, 

-  (x^  -4-  2/-2)  tg^V-  2r»  =  2Rr  -  ir-. 

De  la  seconde,  on  tire     x  =  — —77»     et  remplaçant  dans  la  dertiièro,  il  vient 

tg»  V 

2r-  tg'  V-h2/\R  -  r)  Ig'^  V-f  (/»  :--  0. 
Cette  équation  donne  deux  valeurs  pour  tg-V,  à  chacune  destiuelles  correspond  un  point  de  coor- 
données    (tt/w  .  *M  ;    <■''  <lc  ce  point  on  voil  lous  les  corclos  S  sons  un  iingle  2V. 

A.  'Ji.uNDF.i.,  hcôo  d'Aniions. 
M.  I..  l'uiiiiKi'.,  lycé  ■  Coiidorccl,  a  iiisolu  l;i  iiUMno  (|iieslion. 


130.   —  /'()((/■  que  deux  noniKilcs  à  une  sur/'acc  du  second  dcyn^  sowiit  ronrouruulcs.  il  /nul  (t  il  sufjit 
que  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  normales  soi',  perpendiculaire  à  sa  conjuyuee. 

La  question  peut  s'énoncer  plus  simplement  sans  introduire  une  surface  du  deuxième  liegré  : 
Pour  que  deux  normales  à  deux  plans  soient  eoncouranles,  il  faut  ci  il  suijil  qu'  la  droile  qui  j(int  /«'v 
pieds  (le  ces  normales  soit  perpendiculaire  à  rinlersection  des  deux  plans. 


'^'){^  Gi::(iMKTiuK  analytique 


L;i  ODulilion  ost  nécossairo,  car  si  los  noniialcs  se  roucontroiit,  le  i)lan  de  ces  deux  droites  est 
perpomlioulaire  ta  l'intersoclioii  des  deux  plans;  par  suite,  la  tlroite  (jui  joint  les  pieds,  étant  dans  ce 
plan,  est  perpendiculaire  à  l'intersection. 

La  condition  est  sullisante,  car  si  la  droite  (jui  Joint  les  pieds  A  et  B  est  perpendiculaire 
à  l'intersection  I  des  ileux  plan*,  on  peut  mener  par  la  tlroitc  AB  un  plan  perpendiculaire  à  I,  et  ce 
pian  perpentliculaire  aux  deux  plans  contiendra  les  deux  normales  en  A  et  B. 

Analytiqucmenl,  soient    .r,,  //,,  ;,    les  coordonnées  du  point  A,    x.,,  y.^,  z^   celles  du  point  B,   et 

vC  -  -i"!       y  -  .'/i       -  -  -,  X  ~  x^       y  -  //,       :;  -  s. 


O-'i  —  ,v.. 

a, 

a 

Vi  -  î/î 

^ 

à. 

^1               ^-2 

c. 

c. 

Oj  61  r,  o,  b.,  c.^ 

les  équations  des  deux  normales. 

On  sait  que  la  comlilion  pour  que  ces  deux  droites  soient  dans  un  même  plan  est 

=  0 

ou  (x,  -  x^)(biC.,  -  c,6,)  +  (//,  -  y.j(c,rt,,  -  ayC.,)  +  (z.^  -  z.,){nj).,  -  b^a,)  -.^  0; 

c'est  aussi  la  condilion  pour  que  la  droite  AB  dont  les  paramètres  directeurs  sont  proportionnels  à 

Xi  —  x.i,  j/,  —  y.,,  z^  —  z.^  soit  ])erpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans  perpendiculaires  aux 

normales,  qui  a  pour  paramètres   6,r.,  —  (\b.,,  c,f/.^  —  aiC^,  ajf^  —  b^a^. 

Le  théorème  subsiste  si  les  points  A  et  B  ne  sont  pas  situés  dans  les  deux  plans. 

Numa  Baudouin,  lycée  d'Alger. 

[Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  A.  nAURioL:  L.  BoÉ,  ;\Tarbes;  Blondel,  lycée  d'Amiens;  J.  Hais,  lycée  Hoche;  L.  Perrée,  Condorcet; 
B.  LÉvï,  Janson  de  Sailly  ;  L.  Salle,  lycée  d'Alger.] 


132.  —  Kfant  donnés  une  conique  à  centre  et  un  point  A  sur  celte  conique  : 

/°  On  mène  un  diamètre  variable  A  et  l'on  fait  passer  un  cercle  par  le  point  A  et  les  exti'émités  de  ce 
diamètre.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  du  diamètre  A  avec  la  droite  Joignant  le  point  A  au 
quatrième  point  d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle.  Ce  lieu  est  une  conique  (C).  Construire  cette  conique. 

2°  Déterminer  la  position  du  point  A  pour  que  (G)  passe  par  un  point  donné  H.  Dans  quelle  région  du 
plan  doit  se  trouver  H  pour  que  A  soit  réel? 

•i°  A  chaque  point  H  correspondent  deux  points  A,  soient  Ai,  A^.  Lieu  de  H  tel  que  le  milieu  de  AjAj 
coïncide  avec  H. 

4°  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  des  points  M  de  (C)  par  rapport  à  la  conique  donnée  [polaire  réci- 
proque de  (C)]. 

.ji°  Lieu  des  foyers  de  l'enveloppe  trouvée  quand  le  point  A  décrit  la  conique  donnée. 

I"  L'équation  île  la  conique  donnée,  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  étant 

^  +  ^,-1-0,  (e=±1). 

soit  1/ —  mx  l'cquati  )n  d'un  diamètre.  Si  les  coordonnées  du  point  donné  A  sont  .r,,  ;/,,  la  droite 
AM,  joii^nant  le  point  A  à  un  point  du  lieu  a,  comme  ou  sait,  po'ar  coellicient  anj^ulaire  —  m;  son 
équation  est  donc 

.'/  —  .'/i  +  "H^  —  ^i)  ^-  ^^- 
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On  aura  par  suite  l'équation  du  lieu  de  M  en  remplaçant  dans  l'équation  précédente  m  par  -  .   ce 

X 

qui  donne 

"-Ixy  -  xi/i  -  yx^  =  0, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  le  point  A  et  par  l'origine,  ayant  son  centre  au  milieu 
de  OA  et  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique  donnée.  C'est  l'hyperbole  d'Apollonius 
relative  à  un  point  facile  à  déterminer  de  la  normale  en  A  à  la  conique  donnée.  Ce  premier  lieu  est 
indépendant  de  la  conique;  c'était  évident  a  priori. 

2"  Pour  que  l'hyperbole  trouvée  passe  par  un  point  H  de  coordonnées  a,  J3,  il  faut  que  le  point  A 
soit  sur  la  droite  (D)  représentée  par  l'équation 

2a^  -  Sx  -  ay  —  0. 

Il  y  aura  donc  en  général  deux  points  A^  A^  répondant  à  la  question.  D'ailleurs  le  point  H  est 
sur  la  droite  AjA^;  le  point  H  étant  donné,  on  construit  facilement  la  droite  AjA^  en  remarquant  que 
cette  droite  et  la  droite  OH  ont  des  coefficients  angulaires  égaux  et  de  signes  contraires. 

Pour  que  les  points  Aj,  A^  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  D  coupe  la  conique  donnée. 

La  condition  est 

Ax-ii"^       x^        y^ 

—  —  <  0. 

Soit  d'abord    e  =  4-  1  ;   la  conique  donnée  est  une  ellipse.  La  courbe  séparatrice  a  pour  équation 

4a;*î/2       ^2       y^  _ 
a'b^    ~  â^~  b^~     ' 
c'est  la  Kreuzcurve,  lieu  des  milieux  des  segments  qu'une  tangente  à  l'ellipse  intercepte  sur  ses  axes. 
Cette  courbe  est  bien  connue,  elle  a  quatre  asymptotes  parallèles  aux  axes,  et  ayant  respectivement 


pour  équations    x  —  ± 


2 


y  = 


2 


;    enfin  elle  touche  l'ellipse  en  quatre  points  qui  sont  les  extré- 


mités des  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 


Si  l'on  suppose  y  —  0,  .r  yf  0,  le  premier  membre  d(>  ré([uation  précédente  est  négatif:  lionc  si  le 
point  H  est  dans  la  région  couverte  do  hachures,  les  points  A,,  A^  sont  imaginaires.  Pour  quo  les 
points  A,,  Aj  soient  réels,  il  faut  cl  il  suffit  que  le  point  H  soit  dans  la  région  qui  comprend  le  cenfro. 

Soit  maintenant   e  -  :—  1  ;   ré([uation  de  la  courbe  séparatrice  est  alors 


^x^y-" 
(i*b* 


"^  ^7*  ~  h^ 


0. 
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La  lourbo  est  ciilibremeut  comprise  dans  les  angles  des  asymptotes  de  l'hyperbole  donnée  extérieurs 
à  l'ctlo  hviuM-bole;  les  (iingentes  h  l'origine  sont  les  asymptotes  de  riiypcrholc;  enfin  la  courbe  a  deux 

Cl 

asymptotes  deliuies  par   .r  --  rb  -  •      On  voit  immodialemont  que  le  jioint  II  doit  se  trouver  dans  la 

région  non  couverte  de  hachures,  pour  que  les  points  A,,  A.^  soient  réels. 

3"  Pour  que  le  point  H  soit  le  milieu  de  AjA.^,  il  faut  et  il  suffît  que  les  droites  OII  et  A,A.^  aient 
des  directions  conjuguées;  donc  ou  doit  avoir 

^  _  6» 

Le  lieu  n'est  réel  que  dans  le  cas  de  l'ellipse;  et  il  se  compose  de  deux  diamètres  conjui^ués  égaux 
de  l'ellipse;  les  parties  de  ces  diamètres  qui  sont  intérieures  à  l'ellipse  conviennent  seules  à  des  points 
A  réels. 

4°  Les  coordonnées  du  point  M  vérifiant  les  deux  équations 

//  —  mx  =  0, 

y  +  mx  ~  //i  +  mx^, 

II.  4-  mx.                 y.  +  mx. 
on  a  X  =  — -' ,      7/  =  — ^  ; 

pnr  suite  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à  la  conique  donnée  a  pour  équation 

xdji  +  mx\)       y(//,  -+-  mx^)  ^ 

2a^m  2e6^  ^^ 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  w, 

m-a^yxi  +  m(e.b^xXt  +  a^yi/i  —  ^sa^i*)  +  tb^xyi  =  0. 
L'enveloppe  de  celte  droite  a  pour  équation 

{tb^xxi  +  a'^yyi  —  'iia^b'^Y  -  Aea'^b'Xiij^xy  =  0 
ou  .   {eb'^xxt  —  a'^yy^y-  —  iza^b^i.b'^xxi  +  a'^yy^  —  ta'^b'^)  —  0. 

Cette  équation  représente  uno  ])arabole  tangente  aux  axes  coordonnés,  la  corde  de  contact  ayant  pour 
équation 

'Jfxx^  +  aP-yy^^  —  ^to}b'^  —  0. 

tb'^'X 
L'origine  est  donc  un  point  de  la  directrice,  et  comme  l'axe  a  pour  coefficient  angulaire      î-  ,     la 

directrice  a  pour  équation 

tb^-x^y  -\-  (i^y^x  —  0. 

o"  Pour  avoir  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole,  il  suffît  de  chercher  le  lieu  du  jjied  do  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origine  sur  la  polaire  de  l'origine.  On  aura  donc  l'équation  du  lieu  du  foyer  en 
éliminant  .r,  et  i/,  entre  les  équations 

th'^xx,  +  flV///,  "  2Erj^6*  r^  0,  (4) 

tb^x.y  -  a^y.x  =  0,  (3) 

(1^  w- 


On  peut  procé(l(M-  d'une  autre  manière.   L'é(iuation  (I)  représente  une  tangente  à  la  parabole:  son 

tb^ 
ficient  angulaire  étant  égal  à    —  — 

lion  (1)  tievient,  pour  cette  \aleur  de  m. 


(T   ■      ,            1   •       '.      .   '      1  >           ^^'                             eft*         .  .    ,  tb^  .       .., 

coefficient  angulaire  étant  égal  a    —  ,     ijosons —  i,     ce  qui  donne     m  —  —   i  ;     leciua- 


£/>«  \ 
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Le  point  réel  situé  sur  cette  droite  est  le  foyer  de  la  parabole  qui  correspond  au  point  (Xy ,  y,  ,); 
ses  coordonnées  sont  déterminées  par  les  équations  (2)  et  (3).  On  en  déduit  immédiatement 

Xi  2ax  T/i  _      2tby 

a        X-  -\-  y-  b       x'^  +  7j'- 

Lc  lieu  du  foyer  a  donc  pour  équation 

Cette  courbe  est  la  podaire  du  centre  de  la  conique  homolhétique  et  concentrique  à  la  proposée 
ayant  des  axes  doubles. 

Dans  le  cas  particulier  oîija  conique  proposée  est  une  hyperbole  équilatère,  le  lieu  est  une 
lemuiscate. 

(Ont  rt\solu  la  question  :  MM.  Aidibert  (Marseille);  Audoin  (lycée  de  Bordeaux);  le  capitaine  Bai.isien;  Nun  a  Baicoun  (l\cée  d'A'ger); 
Bergman  (lycée  Suint-Louis)  ;  L.  Bok  ;  A.  Blondel  (lycée  d'Amiens)  ;  Gérahd  (lycée  Sainl-Louis)  ;  R.  Lévy  (lycée  Janson  de  Sailly);  L.  Perrbe  (lycée 
Condorcet.)" 

SOLUTION    GÉO.MÉTRIQUE 

1°  La  droite  AM  et  le  diamètre  A  étant  également  inclinés  sur  les  axes  de  la  conique  donnée,  le 
lieu  du  point  M  est  l'hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  0  et  A  et  dont  les  asymptotes  sont  les 
parallèles  aux  axes  menées  par  le  milieu  de  OA.  On  sait,  en  effet,  que  les  droites  qui  joignent  un 
point  quelconq.ue  d'une  hyperbole  équilatère  aux  extrémités  d'un  de  ses  diamètres  sont  également 
inclinées  sur  les  asymptotes. 

2°  Pour  que  l'hyperbole  (C)  passe  par  un  point  donné  H,  il  faut  donc  évidemment  que  le  point  A 
soit  situé  sur  la  corde  menée  par  H  et  faisant  avec  les  axes  les  mêmes  angles  que  OH.  On  a  ainsi 
deux  solutions.  Elles  sont  réelles  tant  que  le  point  H  se  déplaçant  sur  OH  est  compris  entre  les 
tangentes  à  la  conique  également  inclinées  que  OH  sur  les  axes  :  les  points  extrêmes  ainsi  obtenus 
sont  donc  les  milieux  des  segments  des  tangentes  considérées  compris  entre  les  axes:  le  lieu  de  ces 
points  quand  les  tangentes  varient  constitue  la  séparatrice  cherchée. 

Or,  si  nous  transformons  homographii^uement  la  figure  do  sorte  que  les  points  à  l'infini  des  axes 
deviennent  les  points  cycliques,  la  courbe  cherchée  a  pour  transformée  la  podaire  d'une  hyperbole 
équilatère  par  rapport  à  son  centre,  c'est-à-dire  une  lemuiscate  de  Bernouilli. 

La  séparatrice  cherchée  est  donc  facile  à  étudier:  elle  présente  à  l'origine  un  point  double  dont 
les  tangentes  sont  les  asymptotes  de  la  conique  considérée  :  elle  a  quatre  asymptotes  parallèles  aux 
axes,  et  passant  par  les  milieux  des  demi-axes.  Cette  quartiquc  touche  la  conique  donnée  aux  extré- 
mités des  diamètres  conjugués  égaux,  quand  celte  conique  est  une  ellipse. 

Suivant  que  la  conique  donnée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  la  séparatrice  aura  ilonc  deux 
formes  très  différentes. 

3"  Pour  que  le  milieu  de  AiA^  coïncide  avec  H,  il  faut  évidemment  ([ue  le  point  II  soit  sur  un 
des  diamètres  conjugués  également  inclinés  sur  les  axes. 

4°  La  polaire  réciproque  do  (C)  par  rapport  à  la  coni(]ue  donnée  sera  évidemment  une  parabole 
langente  aux  axes  et  à  la  tangente  au  point  A,  et,  le  centre  de  (C)  étant  le  milieu  île  OA,  la  polaire  du 
l)oiut  0  par  rapport  à  cette  parabole  sera  parallèle  à  la  tangente  en  A,  et  deux  fois  plus  éloignée  du 
centre. 

5°  Le  foyer  do  cette  parabole  sera  évidemment  la  projection  du  point  0  sur  cette  polaire,  c'est-à- 
dire  le  symétrique  de  ce  point  par  rapport  à  la  tangente  en  A.  Lo  lieu  de  ce  foyer  sera  donc  la  poJairo 
do  la  conique  concentrique  et  homolhctiquo  à  la  conique  donnée,  et  île  longueurs  d'axes  doubles, 

par  rapport  à  son  centre. 

Erucsl  Diroiicg,  école  .Mouge. 

(Ont  envoyé  des  solutions  yéomélritiufs  :  MM.  Ai/.ruam  dyoée  Louis-lo-CranJi  ;  A.  liLOsntulycée  J'Aniieni;);  R.  Li\T  ilyciVJansou  de  Sailly). 
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135.  —  Soient  A.  H  cl  C,  D  deux  couple.s  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 
Trouver  le  Heu  des  points  de  rencontre  </<^^•  tangentes  communes  aux  coniques  ayant  pour  foj/ers  A  et  B  et  aux 
coniques  ayant  pour  foyers  C  et  1). 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  du  cercle. 

Soient  A  ^-^0,  B  =0,  C=  0,  D  =  0  les  équations  (en  coordonnées  langenlielles)  des  quatre  points 
donnés.  Les  équations  langeutielles  des  coniques  ayant  pour  foyers  A  et  B,  et  C,  I)  respectivement,  sont 

AB  4-  l{u-  4-  V"")  =  0,  CD  +  ;;.("'  -^  U*)  ^  0. 

Ces  coniques  déterminent  un  faisceau  tangentiel  ayant  pour  équation 

a[AB  +  / (««  +  v^)]  4-  p[CD  4-  ij.(y  -h  v^)]  =  0.  (1) 

I/é([uation  tangentielle  du  cercle  douuéest  de  la  forme 

w^  -  ïi^u^  +  v^)  ^  0  ; 
mais  ce  cercle  étant  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABGD,  son  équation  est  aussi  de  la  forme 

CD  -  /.AB  ^  0. 
On  a  donc  CD  -  /.AB  =  l[iv^  -  R«(m»  +  v^)] 

ou  bien  GD  =  A.AB  +  l[w^  -  R^'fu*  +  v^)]. 

Remplaçant  CD  par  cette  expression,  l'équation  (1)  devient 

(>  +  /.•,^)AB  +  {ilw^  4-  [aX  +  f(u.  -  /R*)](u^  -+-  V'j  =  0, 
équation  de  la  forme  a.kJi -h  b(u- +  r-)  +  cw- =  0,  (2) 

a,  b,  c  désignant  des  constantes  arbitraires,  11  s'agit  de  trouver  le  lieu  des  coniques  de  ce  faisceau 
tangentiel  qui  se  réduisent  à  deux  points. 

Soit  donc  a.AB4-  b(u^  +  r-)  4-  cw"^  =  P.Q, 

P  =  0,  Q  =  0,  étant  les  équations  tangentielles  de  deux  points  P,  Q.  L'identité  précédente  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

a.AB  +  b{u''  +  r»)  =  PQ  -  cic'; 

elle  exprime  que  la  conique  représentée  par  l'équation 

0 .  AB  +  biu^  4-  v^)  ^  0 

qui  a  pour  foyers  A  et  B  est  langente  en  P  et  Q  aux  droites  qui  joignent  le  centre  du  cercle  donné  aux 
points  P.  Q.  Donc  le  lieu  demandé  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
par  un  point  à  une  conique  ayant  pour  foyers  deux  points  donnés.  Ce  lieu  est.  comme  on  sait,  une 
strophoïde. 

SoLEME,  lycée  Louis-le-Grand. 

SoLinoN  GÉoMKTiuQiE.  —  Soit  M  uu  poiut  du  lieu;  le  faisceau  des  tangentes  issues  de  M  a  mômes 
bissectrices  que  le  faisceau  des  droites  MA  et  MB  et  aussi  que  le  faisceau  des  droites  MC,  MD;  donc 
ces  deux  faisceaux  de  droites  ont  les  mêmes  bissectrices.  Or  ces  deux  couples  de  droites  appartiennent 
au  faisceau  involutif  des  tangentes  menées  de  M  aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD, 
Il  s'ensuit  que  tous  les  couples  de  tangentes  issues  de  M  ont  rnômes  bissectrices;  or  l'une  de  ces 
coniques  est  le  cercle  inscrit  au  quadrilatère;  donc  l'une  de  ces  bissectrices  passe  par  le  centre  0  de 
ce  cercle.  Réciproquement,  je  dis  que  si  la  bissectrice  de  l'angle  A^IB  passe  par  le  point  0,  M  est  un 
point  du  lieu.  En  effet,  considérons  deux  droites  passant  par  M  et  également  inclinées  sur  ^10;  il 
existe  une  conique  du  premier  faisceau  et  une  du  second,  tangentes  à  ces  deux  droites.  La  question 
est  ainsi  ramenée  à  c(  Ile-ci  ; 


GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 


311 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  la  bissectrice  de  l'angle  AMB  passe  par  le  point  donné  0.  Je 
dis  que  le  lieu  est  un  strophoïde.  En  effet,  considérons  une  droite  passant  par  le  point  0,  la  droite  joignant 
à  A  le  symétrique  de  B  par  rapporta  cette  droite,  la  rencontre  un  un  point  M  qui  appartient  au  lieu; 

d'ailleurs  ce  point  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  menée  de   0 
à  une  conique  ayant  pour  foyers  A  et  B;  ce  lieu  est  bien  connu. 

On  peut  trouver  directement  ce  lieu  de  la  manière  suivante. 
Menons  les  droites  Aa  et  B'i'  respectivement  perpendiculaires  à  OA  et 
OB  et  soient  a  el  f^  les  points  oli  elles  rencontrent  la  seconde  bissec- 
trice de  AMB;  les  quadrilatères  AOMv.  et  BOM,!i  étant  inscriptibles,  on 
^voit  que  les  triangles  AOa,  B03  sont  semblables,  car  les  angles  AaO 
BfiO  respectivement  égaux  aux  angles  A  MO  et  BMO  sont  égaux;  donc 

—  =  =r7r-      La  droite  variable  aS  détermine  donc  sur  deux  droites 
B^        BO 

fixes  des  segments  Aa,  B[3  proportionnels  à  OA  et  OB  ;  elle  enveloppe  par  suite  une  parabole  ;  les  bissec- 
trices de  l'angle  AOB  sont  évidemment  des  tangentes  à  la  parabole;  donc  le  point  0  est  un  point  de  la 
directrice  et  par  suite  le  lieu  cherché  est  la  poJaire  d'une  parabole  par  rapport 
à  un  point  de  sa  directrice;  c'est  une  strophoïde,  car  soient  F  le  foyer,  S  le 
sommet  de  la  parabole,  D  le  pied  de  la  directrice,  G  un  point  de  la  tangente  au 
sommet;  la  tangente  correspondante  estperpeudiculaire  à  FG.  Du  point  0  pris 
sur  la  directrice  abaissons  la  perpendiculaire  OM  sur  cette  tangente;  tirons  OF 
qui  rencontre  la  tangente  au  sommet  en  P;  PM  rencontre  la  directrice  au  point 
Dj.  Le  triangle  MOw  est  isocèle  car  les  angles  MOw  et  OMo)  sont  tous  deux  égaux 
à  l'angle  PGF;  le  lieu  de  M  est  donc  une  strophoïde  ayant  pour  point  double 
le  point  0. 

Remarque.  —  Si  les  points  A  et  B  restent  fixes,  le  rayon  du  cercle  0  variant, 
les  points  C  et  D  se  déplacent  mais  restent  sur  la  strophoïile;  de  même  si  C  et  D  se  dt^placent,  A  et  B 
se  meuvent  sur  la  strophoïde.  Il  y  a  donc  sur  cette  strophoïde  une  infinité  de  systèmes  de  quatre  points 
formant  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  ayant  pour  ceutrele  point  double.  Les  tangentes  com- 
munes à  deux  coniques  ayant  pour  foyers  les  points  ainsi  définis  se  rencontrent  sur  la  strophoïde. 

A.  Alayrac  (lycée  Saint- Louis). 

Autre  solution  -par  M.  L.  PeuuI':e  (lycée  Con  lorcet).  ^[.  Perrée  remarque  que  si  les  points  A,  B, 
G,  D  sont  quelconques,  les  segments  AC,  BD  sont  vus  d'un  point  M  du  lieu  sous  le  même  angle;  le 
lieu  de  M  est  une  cubique;  cette  cubique  est  une  strophoïde  quand  les  points  A,  B,  C,  D  sont  les  som- 
mets d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 


M.  L.  Bandon  a  envoyé  aussi  une  solution  très  correcte. 


139.  —  On  donn'i  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y  =  x-» 
((i,rcs  rectangulaires) . 

On  mène  à  cette  courbe  des  tangentes  par  un  point  P. 

/"  Trouver  dans  quelle  réjion  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  les  tangentes  soient  réelles; 

2"  Trouver  l'équation  du  cercle  C  passant  par  les  points  de  contact  ; 

■i"  Lieu  du  point  P  (pi  md  le  cercle  C  passe  par  l'origine. 


;i  I  -1  Gvmi  KTR 1  !■:  a  n  a  i  -^ t m  » r  v: 


La  première  polain»  du  point    P(a,  p)    a  pour  (Miualioii 

•e.,X-^   -%-   f^.--.   0;  (1) 

par  conséquent,  l'é([uat:on  aux  abscisses  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  est 

^2,^=»  -  3ax*  +  p  =  0. 

Pour  (|ue  ces  tanyGiiles  soient  réelles,  il  faut  et  ilsuHitque  l'équation  précédenteait  ses  trois  racines 
réelles.  La  condition  de  réalité  est  p(p  —  a^j  <  0  ;  ce  qui  exprime  que  le  point  P  doit  se  trouver 
dans  la  région  tlu  plan  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  courbe. 

2"  Les  coordonnées  d'un  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  vérifiant  l'équation 
(I),  vérifient  aussi  l'équation  'Aolx^  —  2.r//  —  j3.r  —  0 ,  et  par  suite,  l'équation  obtenue  eu  rcinplaeant 
x^  par  //.  savoir  : 

tli/  4-  pJ,-  -  3a»/  =^0.  {■!) 

Los  points  de  contact  sont  donc  les  points  à  distance  finie  communs  aux  doux  coniques  repré- 
sentées par  les  équations  (1)  et  (2);  ces  coniques  ont  un  point  commun  à  l'infini  dans  la  direction  do 
l'axe  des  y;  pour  nous  débarrasser  do  ce  point,  écrivons  ainsi  les  équations  (Ij  cl  (2j  : 

dxx^  =  2j/  4-  |B,  xi^ly  4-  p)  —  3a//, 

et  divisons  membre  à  membre;  nous  obtenons  l'équation 

ïT^o  =  %^^  ou  (2//  +  l^r  -  'Jx^xy  =  0, 

2y  +  p  3a//  y  J       iJ  J         > 

qui  représente  une  couiquo  passant  par  les  points  à  distance  finie  communs  aux  deux  premières.  Celte 
équation  développée  devient 

i).,-^x,j  -  \,f  -  ^'^ij  -  [i^  -  0;  (3) 

l'axe  des  //  n'est  plus  direction  asymptoLique.  Les  coniques  représentées  par  les  équations  (I),  ('2),  (3) 
ont  donc  trois  points  communs;  l'équation 

/(3ax»  -  2i/  —  h)  +  iJ.{try  +  pc  -  3a/y)  +  vi^Ua^x//  -  Af  -  4S//  —  p-)  =  0 

est  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  ces  points;  elle  représentera  un  cercle  si    À,   y.,  v 
vérifient  les  conditions 

Syj.   :=    -47,  %J.    +   9x^7    ^    0. 

4                         9a* 
On  peut  prendre     v  =3  —  1  ,     et  par  suite).  =+  — -       '^.  —  h -;      l'équation  du  cercle  demandé 

est  donc  la  suivante  : 

410.^  -H  ,^)  +  ---  4-  (4?  -  -  a^  -  3-)  y  4-   P(p  -  ^)   =^   0. 

3°  Pour  que  le  cercle  passe  par  l'origine,  il  faut  que  l'on  ait 

p(3aS  -  4)  =  0, 
c'est-à-dire  que  le  point  P  soit  sur  l'axe  des   x  ou  sur   une  byperbole  rcpréseniée  par    l'équation 
3.77/  —  4=0.     Si  le  point  P  est  sur  l'axe  des  c,  deux  des  points  de  contact  se  confondent  avec  l'origine; 

(27  8  \ 

—  a^  4-  — j  y  =  0     est-il  tangent  à 

l'axe  des  x. 

Ont  résolu  la  question  :  MM.  AinitiEiiTf  Marseille);  Audoin  (lycée  de  Borde  m  x);  le  capilime  Bai'.isii-n;  BoinniENNE  (lycée  de  Uoueni;  FA.  C.ai.tieh 
(lycée  de  Bordeaux) ;  Gkiuiii)  'lycée  Sainl-Louisr,  lUis  (lycée  de  Versailles);  Vazou  (Palaisei. 
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140.  —  On  considère  toutes  les  circonférences  C  pour  lesquelles  le  point  P  est  le  pôle  de  la  droite  D. 
4^  Les  axes  radicaux  des  circonférences  G  et  d'une  circonférence  donnée  C  passent  par  un  point  fixe  A  ; 
2°  Lieu  du  point  A  quand  la  circonférence  C  varie. 

Solution  analytique.  —  Prenons  pour  origine  le  point  P,  pour  axe  des  y  la  parallèle  à  la  droite  D 
menée  par  P  et  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  à  la  droite  D  menée  par  ce  point  P.  La  circonférence 
C  a  pour  équation 

a;2  +  ^2  _  2aa;  +  p  :=  0. 

La  polaire  de  l'origine,  qui  a  pour  équation  eux  —  p  —  Q,  devant  coïncider  avec  la  droite  D  que 
nous  représenterons  par  l'équation  x  —  a  =  0,  on  doit  prendre  p  =  aa.  L'équalion  générale  des 
cercles  C  est  par  suite 

x^  +  y^  -  o.{^x  -  a)  =  0, 
a  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

L'équation  d'un  second  cercle  C  est 

x^  +  y'^  —  9xXq  —  ^yy^  +  6  =  0. 
L'axe  radical  des  deux  cercles  G,  G'   a  pour  équation 

'^xXq  +  %jy^  —  h  —  a(2a;  —  a)  =  0  ; 
il  passe  donc  par  un  point  fixe  A  situé  à  l'intersection  des  droites  représentées  par  les  équations 

X  ^  -.         2xXo  +  2yy,  -  b  =  0. 

La  première  est  la  droite  A  parallèle  à  D  et  équidistante  de  D  et  du  point  P;  la  seconde  est  l'axe 

radical  du  cercle  G'  et  du  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  P.  La  droite  A  étant  fixe,  ou 

voit  que  le  point  A  décrit  cette  droite  quand  la  circonférence  G'  varie. 

J.  IIais  (lycée  llochei. 

[Ont  envoyé  des  solutions  exactes  MM.  A.  Audoin,  (lycée  de  Bordeaux)  ;  E.  N.  Barisiex;  Bourriemne.  (lycde  de  Rouen);  Cot  D.  (Ivcée  de  Poitiers); 
Edmond  GALTiER,(iycée  de  Bordeaux);  Gérard,  (lycée  Saint-Louis);  L.  Ferrée,  (lycée  Condorct-t);  R.  Lévy,  (lycée  Janson  de  Saillyt;  Wart'an  Mancg  David, 
(Bucarest!.) 

SoLUTio.N  GÉOMÉTRIQUE.  —  Gousidérous  la  droite  A  parallèle  à  D  et  équidistante  de  D  et  du  point  V; 
c'est  l'axe  radical  du  cercle  C  et  du  cercle  de  rayon  nul  a^^ant  pour  centre  le  point  P.  Soit  A  l'inter- 
section de  la  droite  A  avec  l'axe  radical  des  cercles  G,  G'  ;  ce  point  est  le  centre  radical  du  système 
formé  par  les  cercles  G,  G'  et  le  cercle-point  P  ;  ce  dernier  et  le  cercle  G'  étant  fixes,  le  point  A  est  fixe. 

En  outre  quand  le  cercle  G'  varie,  le  point  A  décrit  la  droite  fixe  A. 

.1.  Hais  ilycce  Ilocbe). 
[Solution  analogue  par  M.  Bourriennk  (Rouen). j 

Seconde  solution  GÉo.\iÉTniQUE.  —  Soient  I,  J  les  points  cycliques  du  plan,  A  et  B  les  points  d'in- 
tersection (imaginaires)  de  la  droite  D  et  des  droites  isotropes  PI,  PJ.  Gonsidérons  l'un  quelconque 
Gi  des  cercles  de  la  famille  G  ;  comme  la  droite  D  est  la  polaire  de  P  et  comme  ce  cercle  passe  par  I, 
il  passe  par  le  point  conjugué  harmonique  de  I  par  rapporta  P  et  A,  c'est-à-dire  par  le  milieu  X  du 
segment  PA;  il  passe  aussi  par  le  milieu  N'  du  segment  PB.  Les  cercles  G  ont  donc  doux  points 
communs  fixes,  situés  sur  la  droite  A  parallèle  à  D  et  équidistante  de  D  et  du  point  P. 

Gela  posé,  con-idérons  le  cercle  Gj  et  le  cercle  G',  leur  axe  radical  coupe  A  eu  un  point  M  qui  est 
fixe,  car  si  G.^  est  un  second  cercle  de  la  famille  G,  ou  voit  que  M  est  le  centre  radical  des  cercles 
G,,  Gj.  G'  et  par  suite  il  est  sur  l'axe  ratlical  de  G'  et  C.,.  Enlîu  li>  lieu  île  M  est  évidemment  la  ilroito  A. 

Cot.  d.  (lycée  de  Poilicr.-^). 


142.  —  Soil  une  ellipse  E.  Par  un  point  V  de  son  plan,  on  lui  mène  quatre  normales  dont  les  pieds 
sont  les  points  A,  B,  G,  I).  Les  droites  PA,  PB.  P(',  PD  coupent  de  nouveau  rellipse  en  A'.  B'.  G',  D'. 
Déterminer  le  lieu  du  point  P  de  manière  que  les  points  Vyiy,C',D'  soient  sur  un  cercle. 

Soit  PM  rune  des  normales  issues  tlu  point  P  (x,  p)  ;  M  étant  lo  piod  de  oeKo  normale  et  M'  le 
second  i)oint  oîi  elle  rencoutic  l'ellipse  ;  désignons  par  (.r,  //)  les  coordouuôos  du  i)oint  M';  par  .r',  y' 


GKOMKTHIK  .WALVTIQrK 


eollts  ilu  point  M  ol  posons 

x  +  Aa  ,       y  +  ^ 

nous  allons  cléterniiuer  À  on  ôcrivanl  (juo  lo  point  M   osL  sur  l'ollipso 


b-" 


(1  +  Àf  =  0; 


^  -       \i  * 
en  tenant  compte  ilo  la  contlition     h  V^  —  1  —  0,    on  trouve    X  =  0,    solution  (lui  corrosiiond  au 

point  M',  et 

\a^       b'  1 

~  ô^       ^^        ' 

Or,  le  point  M  étant  sur  riiyperbole  irApoUonius  relative  au  point  P.  on  a  encore 

c'^xy'  +  6*^x'  —  a'^a.y'  =  0, 

c'ost-à-dire  c\x  -h  l-j){y  +  Àp)  +  [b^^{x  4-  Àa)  -  rt^a(?/  +  X[^j]  1  4-  X)  =  0. 

Développons  cette  équation  en  ordonnant  sou  premier  membre  par  rapport  à  À;  le  coenicieut  do  À'^  est 

nul  et  l'on  trouve 

c'^xij  -h  b'^^x  -  a'^oLXj  +  l[a^(ix  -  6*a?/  ~  c*a;':J  =  0 

on,  eu  remplaçant  a  por  sa  valeur, 

(^  +  ^  -  ^)[c'œy  +  b^^x  -  aHy]-^2  (^^  +  |^  _  \^[a^^^x  -  b'^nj  ~  6-a|i]  =  0. 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  les  quatre  points  A',  B',  G',  D'.  Pour  que  ces  quatre 

points  soient  sur  un  cercle,  il  faut  et  il  suffît  que  les  axes  de  cette  conique  soient  parallèles  à  ceux  de 

l'ellipse  donnée  et  par  suite  on  aura  le  lieu  du  point  P  en  écrivant  que  le  coelïïcient  du  terme  en  xy 

est  nul,  ce  qui  donne 

/a*       a»       ,\        ,  a'  „  6^ 

ou,  en  remplaçant  a  par  x,  {i  par  y,  et  simplifiant, 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  facile  à  construire.  Les  asymptotes  sont   les  diagonales  du 
rectangle  construit  sur  les  axes  de  l'ellipse  donnée. 

L.  Marix,  lycée  Saint-Louis.  Solente,  lycée  Louis-lc-Grand. 
Autres  aolulions  :  M.  le  capitaine  E.  N.  Barisien;  J.  Hais,  lycée  lloclie. 


143.  —  On  donne  une  parabole  et  par  un  point  P  de  son  plan  on  mène  les  trois  normales  à  la  parabole. 
On  considère  le  cercle  C  qui  passe  par  les  pieds  de  ces  normales.  On  prolonge  les  trois  normales  Jusqu'aux 
points  oi(  elles  rencontrent  de  nouveau  la  parabole.  Soit  C  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  ainsi  obtenus. 
Quelle  courbe  doit  décri7'e  le  point  P  .■ 

/"  pour  que  les  cercles  C  et  C  soient  orthogonaux; 

2°  pour  que  les  cercles  C  et  C  soient  tanycnts? 

On  sait  ([ue  l'équation  du  cercle  C  est 

ac«  -f-  f/»  -  h.  -f-  p)x  -^  =-^i  (G) 

«  et  fl  désignant  les  coordonnées  du  point  P,  et  l'équation  tic  la  parabole  étant 

//»  -  2/).r  :-^  0. 
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Si     (Xiî/i)     est  le  pied  d'une  des  normales  et    (Xj,  Yj)     le  second  point  de  rencontre  de  la  même 
normale  avec  la  parabole,  on  a 

V  ^P" 

Mais  j/i  est  racine  de  l'équation  aux  ordonnées  des  piels  des  normales,  laquelle  est 

y\  -  tpix  -  p)y,  -  2^^?  =  0.  ^2) 

Pour  former  l'équation  en  Y,  ,  il  suffit  d'éliminer  iji  entre  (1)  et  (2j.  Or  il)  et  (-2)  peuvent  s'écrire 
(en  supprimant  les  indices) 

y'  -^  ^y  +  2/j^  =  0  ,  (i)' 

•    y^  _  2/j(a  -  p)y  -  2/)^S  ^  0  .  (2)' 

Ce  système  se  ramène  aux  deux  équations  du  second  degré  en  y 

y^  +  Yy  +  <ip^  ^  0 ,  (!)• 

Yy^  +  'ipa.y  +  'ip^b  =  0 . 
L'élimination  de  y  entre  ces  deux  équations  donne  immédiatement 

2pHY  -  fiy  =  (Y*  -  '2poL)(2poc  -  pY) 
ou,  en  développant, 

pY"  -  ^2p{oL  -  p)Y^  -  2/}p(a  +  2jo)Y  +  2/}*(2-y.''  +  fi*)  ^  0.  (4) 

Telle  est  l'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  points  A',  B',  C. 

Désignons  par  X*  4-  Y*  +  2MX  +  2NY  +  Q  .^  0  (C/ 

l'équation  du  cercle  (C).  En  éliminant  X  entre  celte  équation  et    Y^*  =  2/}X ,     nous  avuus  l'équation 
aux  ordonnés  des  points  d'intersection  du  cercle  avec  la  parabole,  c'est-à-dire 

^  +  ^(M.^;.)  +  2NY  +  Q  =  0.  (3) 

Or,  trois  des  racines  de  cette  équation  doivent  être  racines  de  [i).  Il  faut  donc  identifier  [o)  avec 
l'équation 

IfiY^  -  2j3(a  -  /))Y»  -  2;93(a  -i-  2p)Y  -+-  ^Ip'i^x'^  +  &*)](AY  -^  B)  =.  0  , 

ce  qui  donne  les  relations 

A  _         B 

2„A.a  =  -  P[^(°^  -  P)  +  K«  +  2/>)A]  ^  p{2z'  +  ^■■')A  -  .3(a  +  2/))B  _  /;B(2a«  4-  ft») 
^    '^  M  +  ;j  2N  ~  Q~"~* 

D'oii  l'on  déduit,  en  remplaçant  A  et  B  par  les  quantités  proportionnelles  ^   et  2/)(a  —  p), 

_   [P'Coc  +   V)  +  m^  -  />)'] 

_  P'  -  2/?a  +  4p^ 

N-  4^ (') 

_  p(a  -  y)(2a'  +  f.^) 
V  —  ~  •  (S) 

Ou  a  ainsi  l'équation  de  (C). 

1"  Si  les  cercles  C  et  C  sont  orthogonaux,  il  faul  que 

D»  -=  R«  +  K\  («») 

D  étant  la  distance  des  contres,  l\  et  R'  les  rayons  de  C  et  (J'.  Or 

(g  4-  p)»       p« 


R'«  =  M»  4-  N^  -  Q  , 


D«  ^  [^U^-  4-  M 


1 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


La  relation  (îlj  dovient  donc 


NS 


Si  on  j)orlt'  dans  cotte  relation  les  valenrs  (IJ),  (7)  et  (8),  ou  trouve  pour  lieu  des  points    P    uuc 
quarli(ii>.c. 

2"  Si  les  cercles  C  et  C  sont  tangents,  ou  doit  avoir 

R  ±  R'  =  D , 
c'est-à-dire  (  U*  +  R'«  -  D'^)»  -  :  i}{H\'\    . 


O  +  M(a  +  ;>)  -H  ^ 


[(a  +  p)^  +  ^1  (M'^  +  N'^  -  Q)  . 


On  trouve  ainsi  une  courbe  du  huitième  deerré. 


E.  N.  Baiusien. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


153.  —  Trouver  la  limite  de  l'expression 


I  H )  1+2 ...    1  +  m 

m    /\  m    /        \  m 

quaud  l'entier  positif  jn  croit  indétiuimeut,  a  désignant  un  nombre  positif. 

Cas  particulier  :   a  =  e. 

(A.  Cadexat,  professeur  au  collège  de  Saint-Claude.) 

154.  —  Trouver  l'euveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes  à   deux  droites  dounces  en  des 
points  donnés.  Étant  donnée  une  tangente  à  l'enveloppe,  reconnaître  le  genre  de  la  conique  dont  elle 

est  un  axe. 

(P.) 

155.  —  On  considère  toutes  les  coniques  C  tangentes  à  une  droite  eu  un  point  donné  et  ayant 
pour  foyer  un  point  donné. 

1°  Par  un  point  du  plan,  il  passe  deux  de  ces  coniques;  reconnaître  leur  genre. 

2°  Lieu  des  sommets  de  l'axe  focal.  Étant  donné  un  point  du  lieu,  reconnaître  le  genre  de  la  conique 

dont  il  est  un  sommet. 

(P-) 

156.  —  Par  un  point  A  pris  sur  un  j)3raboloïde  hyperbolique,  on  mène  une  perpeudiculairc  à 
chacune  des  génératrices  d'un  même  système;  prouver  que  le  lieu  de  ces  perpendiculaires  est  un  cône 
du  second  degré.  Trouver  les  plans  cycliques  de  ce  cône.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires. 

if*         w*         Z''' 

157.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  normales  à  l'ellipsoïde     —   +—  H —  1=0     aux 

points  d'intersection  par  le  plan     u — \-  v-  +  w-  —  1=0     soient  renconlrées  par  une  même  droite. 

a         b  (• 

Montrer  que  si  la  relation  trouvée  est  remplie,  les  normales  aux  points  d'intersection  de  l'ellipsoïde 

donné  par  le  plan h-,  +  —  —  1=0     rencontrent  la  même  droite. 

u'i       vb       ii-c 


Le  Heducieuv-Gcranl  :     H.  VUIBEHT. 


I•«lil^  —  im.  fHAIX.—  Doas-i-i'ï. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ALGEBRE 


Résoudre  le  système  d'équations 


y*  4-  z^  +  2myz  =  a*  \ 

z^  +  X*  +  2iizx   =  b*  [  (1) 

X*  +  y*  +  2pxy  =  c^  ) 


En  général,  la  solution  de  ce  système  dépend  d'équations  du  huitième  degré  réductibles  au 
quatrième.  M.  Desboves  a  indiqué  {Exercices  d'algèbre,  pages  334  el  suivantes)  des  cas  particuliers  ou 
les  valeurs  de  x,  y,  z  peuvent  se  calculer.  Je  me  propose  d'indiquer  d'autres  cas  oli  la  solution  peut  se 
ramener  à  celles  d'équations  de  degré  inférieur  à  4. 

Multipliant  les  équations  proposées  par  les  fractions  indéterminées 

N'^  +  P^  -  M-^  P'''  +  M^  -  N^  M*  +  N-  -  P* 


]j.  = 


2NPM  4PMi\  2MNP 

et  ajoutant,  on  a 

[xa^  +  v6^  +  Ic^  =  ^j^^  {Mx  +  Ny  +  Vzf  +1-2  (ma  -  -  j  yz.  (-2) 

Premier  cas  particulier.  —  Posons 

l  l  i 

'"''■  ~  M  ""  ^'         "^  ~  N  ""  ^'         P^'~  ^  =  ^• 

Ces  équations  ont  une  infinité  de  solutions  quand 

111  2         , 

m^       n^       p^       mnp 

il  y  a  alors  trois  angles  positifs  A,  B,  C  inférieurs  à  2::  et  ayant  pour  somme   {îlk  +  1)-   tels  que 

1  i  1 


'''"^Tzrj'       ^i-^i7:rTi'       P 


cos  A  cos  13  ces  C 

MNP  a  V  À 

d  ou  =: — et        — '■ —   — —  ; 

sin  A       sin  B       sin  (J  cotg  A       cotg  B       cotg  C 

Péquation  (2)  devient  alors 

1 
a* cotg  A  -I-  b'^  cotg  B  +  c»  cotg  C  —  -: — r — : — :=r-. — r,  (•'"  si"  A  +  //  sin  B  +  z  sin  C)*. 

sin  A  sin  B  siu  L 

et  se  ramène  à  la  forme 

X  sin  A  +  //  sin  B  +  ;  sin  C  —  rt  H. 

Eliminons    z   entre  cette  équation  et  l'une  des  éciualions  (1);  nous  serons  ramonés  à  un  système 
d'é([uations  entre  x    et  y   de  la  forme 

•'■^  +  //-  -H  2/u//    -  c'^ 

a.r»  4-  liy-  4-  2/J-l/  -r  2ô.l-  -f-  2i//  4-5  —  0, 

qui  peut  se  résoudre  par  une  équation  du  troisième  degré. 
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Les  équations  (1)  sont  celles  de  trois  cylindres  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Leurs  huit 
points  communs  se  trouvent  quatre  par  quatre  dans  deux  plans  parallèles  et  cquidistanls  de  l'origine. 
La  solution  i;éoinétriquo  du  problème  est  rameuOe  à  l'intersection  do  deux  coni([ue.s.  Si  H  ^  0,  les 
deux  plans  se  confondent,  mais  comme  alors  8  —  e  —  0,  les  deux  coni(]ues  sont  concentriques  et 
l'équation  liu  troisième  degré  se  réiluit  au  deuxième. 

Deuxième  cas  particulier,  —  Les  éijua lions  (1)  donnent  par  transformation  et  addition 


//  -  V  -f-  3  -  j-  +  X  -  //  —  0  ^-  ±  \/a-  —  12(m  +  i)!/z  ±  \/b''  —  2(m  ■+-  i}zx  ±  \/c*  -  2(/)  +  i)xy 
ou,  en  faisant  disparaître  les  radicaux,  et  en  posant    a  +  6  -+-  c  —  25, 

V  (l  —  7/t'^ )//■--'  +  ^xyz  ^  (w  +  np)j:  —  4s(.s  —  a){s  —  b){s  —  c)  (3) 

ou  (3t//3  -4-  pzx  -h  yxi/)'^  +  '2x!jz{Wx  -+-  N'//  +  Fz)  —  •ïs{s  —  a){s  —  b){s  —  c),  (3') 

I  —  m'\     1  —  nS     1  —  ja»      étant  admis  positifs. 

^f^-M       "^-N       P^-V  MNP 

Posons  ___^___^-__  et  m' =  N^  =^  F* 

Ces  équations  sont  satisfaites  quand 

7n^  -h  n^  -+■  p"^  +  Imnp  =  1. 

II  y  a  alors  trois  angles  positifs    A,  B,  C,     inférieurs  à    Stt,     et  ayant  pour  somme     [Ik  +  1)-k,     tels 
que  m  =  cos  A,     n  —  cos  B,     p  —  cos  C, 

d'où  a  —  sin  A,      ^  =  sin  B,      y  =  ^in  C, 

M     _     N     _     P  1^-      _       y       _       ^ 

sin  A  ~  sin  B       sin  C  cotg  A       cotg  B       cotg  C 

Les  équations  (^)  et  (3)  deviennent  alors,  en  posant 

X  sin  A  -h    1/  sin  B  +     ;  sin  C  —  w  ) 
yz  sin  A.  +  zx  sin  B  -h  xy  sin  C  =  v  ) 


(4) 


u 

a*  COtff  A  +   b'  cotg  B  +  C^  cotg  C  —   -. r -. rr—. r,    —  2v, 

°  Sin  A  sin  B  sin  L> 

v'^  =  4s(5  —  a)(s  —  b){s  —  c). 
De  là  nous  tirerons  les  valeurs  de    u  et  de  v. 

Discussion,    v  ne  peut  être  réel  que  si  les  longueurs  a,b,c  sont  capables  de  former  un  triangle  T. 

Sa  surface  étant  S,   on  aura 

V  =±2S; 

chaque  valeur  de  v  donne  une  valeur  correspondante  de  m* 

11""  —  sin  A  sin  B  sin  C[a»  cotg  A  +  6*  cotg  B  +  c'^  cotg  G  -  2v]. 

Soient  2.\i  et  Bi  la  somme  et  le  produit  de  ces  deux  valeurs  de  u^;  on  trouve 

r/     a'  6*  cos  C         c*  cos  B  V       /  b-  sin  C         c'  sin  B  \* 

B,  —  sin»  A  sin^  B  sin'  C      — — ; -. — ^r — 77-  )  +    — -. — 7-. -. — 77 

'  l_\sin  A  sin  B  siu  C    /        \    siu  B  sin  L 

A,  -  sin» B  sin»  C[6»  colg»  B  -1-  cotg  B(6»  +  c'  -  a»)cotg  C  +  c»  cotg»  G  -  a»], 

et  on  conclut  que  A,  et  Bj  étant  positifs,  les  valeurs  de  u  sont  aussi  réelles. 
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Calcul  de  x,  y,  z.  z  étant  éliminé  entre  les  équations  (4),  on  a 

a^  sin  B  sin  G  +  t;  sin  A  —  u{z  sin  B  +  y  sin  G), 
et  aussi  6*  sin  G  sin  K  +  v  sin  B  ==  u{x  sin  0  -\-  z  sin  A), 

c^  sin  A  sin  B  +  u  sin  G  =^  u{7j  sin  A  +  a;  sin  B)  ; 
z  étant  éliminé  de  nouveau  entre  les  deux  premières  de  ces  équations,  (  n  a 

(6^  —  a'^)  sin  A  sin  B  sin  G  -4-  î;(sin'^  B  —  sin^  A.)  =  u  sin  C(ir  sin  B  —  ^  siu  A)  ; 
on  a  donc  deux  équations  du  premier  degré  pour  tirer  x  et  i/,  et  on  a 

2iM3  =  {b'^  +  c^  —  a^)sin  A  +  2u  cos  A   \ 

luy  =  {c''  +  a^  -  6^)sin  B  +  2v  cos  B   [  (o) 

puis  2u2  ~  (a^  -h  6'^  —  c'^jsin  G  +  2y  cos  G   ) 

Ghaque  valeur  de  v  pouvant  être  tour  à  tour  associée  aux  deux  valeurs  correspondantes  de  u,  on  trouve 
ainsi  quatre  systèmes  de  valeurs  réelles  pour  x,  y,  z.  Ges  valeuis  peuvent  se  transformer  d'une  fa^on 
remarquable.  Soient  A',  B',  G'  les  angles  du  triangle  T  qui  a  pour  côtés  a,  b,  c: 

b'^  +  c^  —  a*—  26c*  cos  A'  et  v  —  ±  bc  sin  A'; 

donc  ux  —  bc  sin(A  ±  A'), 


et  par  suite, 


bc     .     ,, 
X  =  —  sin  (A  ±  A), 
u 


ca 
y  ^  —  sin  (B 


^  ab 

B'),  z:=  —  sin  (G  =  G')  (6) 


---^c 


AV 


Construction  des  valeurs  absolues  de  x,  y,  z.  —  Dans  A  -+-  B  -f-  G  —  (2/t -h  l);r,  ou  peut  prendre 
/.;  —  0  ou  1,  mais  les  valeurs  absolues  de  x,  y,  z  sont  les  mêmes  dans  la  seconde  hypothèse  que  dans 
la  première;  en  effet,  soit  A  =  tt  +  A";  comme  dans  ce  cas 

sin  A  sin  (A  ±  A')  =  sin  A"  sin  (A"  ±  A'), 
x  n'a  fait  que  changer  de  signe.  Nous  supposerons  par  conséquent  A  -l-  B  -+-  G  ^  tt. 

Sur  les  côtés  du  triangle  A'B'G' 
construisons  des  triaugles  AB'C', 
BG'A',  GB'A'  semblables  entre  eux  et 
tels  que  les  angles  ITaG',  G'BA',  -VGb' 

soient  respectivement  égaux  à  A,  B,  iT 
La  figure  peut  être  faite  de  deux  façons 
suivant  que  les  nouveaux  triaugles 
sout  tournés  vers  l'extérieur  ou  vers 
•^\  l'intérieur  de  T  ;  mais  dans  les  deux 

~-^B     cas  (',/?(/.  /  et  2)  les  lignes   AA',   BB', 
GG'  convergent  au  même  point  w  qui 
est  aussi  le  point  commun  à  trois  seg- 
ments capables  do     t:  —  A,  tt  —  B,  tt  —  G     ou  de  A,  B,  tt  —  G  décrits  sur  a,  b.  c. 
Les  similitudes  lio  triangles  de  la  ligure  (I)  donnent 

(oA'  mB'  mC 

bc  sin  (A  -h  A')       ac  sin  (B  -+-  B')       ab  siu  (G  -h  G') 
puis  AA'  sin  A  —  BB'  sin  B    -  GG'  sin  G    -  mX'  sin  A  -f-  oAV  ^\n  B   -+-  mC  sin  C; 

appelons   u    la    valeur    coiiinunie    de    relto   expression  ;   les    rapports    précédeuls    ont    pour   valtnir 

commune 

u 


lug.  1. 


Fig.  2: 


^bc  siu  (A  -I-  A')  siu  A  ' 
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,     .       .         .,         ,.T^,    .    -rr-r  sinACc.»  wA 

C  siu  (A  4-  A  )  —  BB  sin  A  Ci  w  =  u : — ; —  —  u—r- 

Biu  B  b 


\ 

par  cous»3queiit  la  valeur  cominuuo  des  rapports  est  -  • 

Enfin  dans  le  triangle  AA'B'  on  a 

— r-.9     Ti—.i    -TT^."     ^.,^,  .,.w         r,     T^,v     sin  A  sin  n  sin  C 
AA''=A'B'VAB'--4AB'.A'B'cos(B  +  B')  = 


a'  cote;  A +  6»  cotL'  B  +  c'^cotirC  +  4S 


sin'^A 


sin'^  A 

Les  valeurs  de    u,  x,  //,  z    ainsi  touslruites  sont  donc  coulornies  à  celles  du  calcul.  Le  même  rappro- 
chemont  doit  être  fait  pour  la  figure  ^2). 
Nous  remarquerons  que  si  l'on  pose 

"  ^  2R 

sin  A  sin  B  sin  C  ' 

R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  maximum,  ayant  pour  angles  A,  B,  C  et  circonscrit 
lui-même  à  A'B'C  ;  le  raisonnement  l'ait  voir  aisément  que  les  côtés  de  ce  triangle  maximum  sont 
perpendiculaires  à    wA,  wB,  (oC;    cl  ce  résultat  est  confirmé  par  le  calcul. 

TiiÉGKÈME  DK  Steinër  GÉNÉRALISE.  —  Lcs  calculs  faits  plus  liaut  donnent  la  preuve  de  ce  théorème. 

Si  d'un  point  M  pris  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  on  mène  des  obVujues  inclinées  de  l'angle  0  et  dans 
le  même  sens,  limitées  en  A',  B',  C  aux  côtes  de  ce  trian-jle,  l'aire  du  triangle  A'B'C  est  proportionnelle 
il  la  puissance  du  point   M  par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  ABC. 

Soit   R   le  rayon  du  cercle,    S   l'aire  du  triangle   A'B'C;    on  a  d'après  ce  qui  précède 

^'  =  r    ■     A^'^^'l    •    p[^BXr^  cotg  A  ±  4S]. 
4  sin  A  sin  B  sin  C 

Soit   0   le  centre  du  cercle 

-— -,  .        MÂ^sin2A       (R^  +  ÔM')  sin  2A       2R.0M    .     ^^^  .-.—-- 

B'C^  cotg  A  =  — — =  ^ ,    ■    ^ a.    .    ,  r,  siu  2A  cos  AUM. 

'^  !2sin-^0  2  sin'^  a  2  sinM 

Gomme     1  sin  2A  =  4  sin  A  sin  B  sin  C     et    1!  sin  2A  cos  AOM  ^  0,     on  en  déduit  l'égalité 

siu  A  sin  B  sin  C   „„       -— r2\ 
2  siu'  0  ^  ' 

qui  prouve  le  théorème  énoncé.  Si  S  =  constante,  le  point  M  décrit  un  cercle  concentrique  au  cercle  0. 

Si  S  —  0,     OM  =:  R,  et  on  a  le  théorème  de  Simson. 

Troisième    cas   particulier.  —  Supposons  m  —  n  =  p.   Nous  prendrons  pour  inconnues 

auxiliaires, 

.V  +  g  -h  z  =::  u,        gz  +  zx  +  ay  =  V. 

l'osons  alors    «*  -h  6^  +  c*  -^  M';    l'addition  des  équations  (1)  donne 

u'  +  {m  -  ''2)v  =  d\  (7) 

et  ces  mêmes  équations  peuvent  s'écrire 

u{x  -+-//)  +  (2w  —  i)xg  =  c'-  -+-  V  \ 

u{z  -\-x)  -H  (2»i  —  i)zx  —  b^  +  V   J  (!') 

u{g  +  s)  -H  (2w  —  \)gz  —  a^  -^  v.  ) 

1m  —  1  sera  supposé  différent  de  zéro.  Eliminons  successivement  x,  g,  z  entre  elles,  puis  posons, 

dans  le  cas  de  m  -h  i  ;z^  0, 

(/»  -h  (w  +  \)v  -  -  (±m  -  \)l.  Ci') 

Les  équations  (f)  donneront,  en   fonclion  de   w,  v,  t,    et  d'une  nouvelle  auxiliaire    ic    qui  sera 
déterminée  plus  loin,  les  valeurs 
wu*  =  (2m  -  l)(a»  -h  t)x  +  {a*  +VjU^  (2m  -  1  ){Ij*  -^  t)g  +  (6*  +  v)u  --  (2m  -  l)(c*  4-  /)-  +  (c»  +  v)a.     (8) 
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Tirons-en  a;,  y,  ^  et  substituons  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (1')  ainsi  que  dans  la  somme 
X  -h  y  +  z  ~  u;    nous  en  déduirons 

2m- 1     ,      ^  u'' -  (^2m  -  iy{a' +  t){b^  +  t)(c^  +  t)       „ 

ÎV^  +  2w  H ^ : — T =  0 


(mv  + r  )  V =  2(7?i  +  1  )  ; 


(2//i  -  1  ]u^ 

(9) 


2wi 1 

enfin,  comme  d'après  (7),  (7')  u'^  = ïd^  —  (m  —  2'/], 

si  l'on  élimine  u  et  w  entre  ces  trois  équations,  on  obtient  finalement  une  équation  en  t 
F(/)  =  [(a'^  +  0(6'  +  0^-(«'  +  0(c'  +  0  +  (&'  +  0(c'  +  0?  +  4(w+')(a'  +  0(6'+0(c'+0[("i-2)^-c?']=0.    (10) 
On  aura  donc  successivement  à  résoudre  les  équations  (lU),  (7'),  (9),  (7),  (8),  qui  feront  connaître,  dans 
le  même  ordre,  les  valeurs  de  t,  u^,  w,  v  et  enfin  x,  y,  z. 

Discussion.  —  Soit  a'^  >  b'^>  &.  Le  premier  terme  de  F(/)  a  deux  racines  réelles  /j,  t^,  négatives 

Soit  t^  —  7^-    Comparons  t-,  à  t,  et  L. 

Si  ^3  <  ^1,  ce  qui  exige  m  —  2  <  0,  la  suite 

—  oo       ^3  /,  —  6*  i.^  —  c*       4-00 

donne  les  signes  de  F(f)  +        +       — (w  +  l)        +         +(m4-l)        +  + 

Il  y  a  alors  une  racine  réelle  de  F(/)  —  0  comprise  entre  t^  et  l.^\  il  y  en  a  aussi  une  deuxième  comprise 
enirc  f,  et  t^  ou  supérieure  à  t^  suivant  que  m  <  —  1. 

Si  t^'^t^  les  conclusions  sont  analogues. 

Si  ^1  <  /;)  <  /a»  on  ti  pour  la  suite 

—  oo        —  a^  /,  ^3  /o  —  c-       -4-00 

les  signes  coriespondants       -+-  +         (m  +  1)        4-        (m+1)  -f-  -f- 

II  y  a  incertitude  quand  m  +  1  est  >  0,  mais  si  m  -f-  1  est  négatif  les  quatre  racines  de  F  (/)  =  0  sont 
réelles. 

Si  /.,  —  fj  ou  l^,     F(/)  est  divisible  par  /  —  ^,  et  a  par  conséquent  deux  racines  réelles  au  moins. 

Dans  le  cas  où  aP-  =  6*  l'équation  F(/)  =:  0  admet  t  =  —  a'^  pour  racine  double.  Ou  voit 
aisément  qu'elle  répond  à  x  —  y.  Cette  racine  supprimée,  il  resie  une  équation  du  second  degré 
en    l   qui  donnera  d'autres  solutions  où   x  diffère  de   y. 

Les  valeurs  réelles  de   l   ayant  été  calculées,  on  en  iléduira  des  valeurs  réelles  correspondantes 

pour    V  et  it*.    Or 

(2m  -  \){m  -  2)  ^ 

^'  =  -^7Tl -^^^-'^'^ 

1 

u  sera  donc  réel  si  l  <  ty  quand  m  >  2  ou  —  1  <  m  <  -  ; 

1 

si  t  >  I3  quand         m  <—  1         ou  -  <  m  <  2  ; 

dans  ces  mômes  conditions,    u\  x,  /y,   ;    auront  des  valeurs  récllos,   cluKine   valeur  dilfériMile  de    u 
donnant  un  systcino  de  solutions. 

r.  RvRnVRIN, 

proffsst  ur  ;»u  l_vc»'0  ilo  Uordeaux. 
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133.  —  F.tont  donne  un  qundrihitihr  circonscriptible  à  un  cercle,  on  difforme  ce  quadrilatère,  ses  côtés 
conservant  r/cv  longueurs  invariables  et  deux  sommets  restant  fixes;  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit. 

Il  est  clair  ({110  les  deux  sommets  fixes  sont  consécutifs,  sans  quoi  le  ({uadrilatère  ne  pourrait  être 
déformé,  il  n'y  aurait  pas  de  lieu. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  côtés;  ils  satisfont  à  la  relation 

a  -h  c  =  b  -h  d. 

Prenons  le  côté  a  pour  axe  de  x  et  une  perpendiculaire  à  l'une  de  ses  extrémités  pour  axe  des  y. 

Les  normales  menées  du  centre  du  cercle  inscrit  aux  quatre  côtés  sont  égales  entre  elles  et  à 
l'ordonnée  y  d'un  point  du  lieu.  Ces  droites  et  celles  qui  joignent  les  sommets  au  centre  forment  autour 
de  ce  point  huit  angles  égaux  deux  à  deux  et  dont  la  demi-somme  est  7:. 

Les  tangenles  de  quatre  de  ces  angles  sont 

X  a  —  X  b  —  a  +  X  d  —  x 

y  y  y  y 

X  ci  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu. 

Pour  écrire  que  la  somme  de  ces  quatre  angles  égale  tt,  j'écris  que  la  tangente  de  la  somme  est 

nulle  : 

tg  (a  -(-  [3  +  Y  +  ^-)  =  O     ou     tg  (a  -H  (E)  4-  tg  (y  +  0)  =  0. 
On  obtient 

oy  (b  —  a  -h  d)y 


if  -h  x^  —  av       y^  -h{x  +  b  —  a){x  —  d) 
Le  lieu  a  donc  pour  équation,  en  supprimant  le  facteur  y, 

(b  -4-  d){x^  +  y^)  —  2adx  +  ad{a  -  6)  —  0. 
Le  lieu  est  un  cercle  qui  a  son  centre  sur  Ox. 

(Autres  solutions  do  MM.  A.  db  Boisflburt,  collège  Stanislas;  Duportal  ;  L.  Pbrrée,  lycée  Condorcet.) 


0. 


AuDiBERT  (Marseille). 


138.  —  On  donne  la  courbe  du  troisième  degré  définie  par  V équation 

x'  ==  3ay* 
(axes  rectangulaires) . 

On  peut  lui  mener  d'un  point  P  trois  tangentes.  On  comidère  le  cercle  G  passant  par  les  trois  points 
de  contact.  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P.- 

/»  Pour  que  le  rayon  du  cercle  G  soit  constant; 

2»  Pour  que  le  centre  du  cercle  G  soit  sur  la  cubique: 

.T  Pour  que  le  cercle  G  soit  tangent  à  la  cubique. 

L'équalion  de  la  polaire  du  point  P  (a,  fi)  par  rapport  à  la  courbe  donnée  est 

ax''  —  %i^.y  —  ay*  =:  0; 

p.ir  suite,  récfuation  aux  coeffîcients  angulaires  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre 

de  cette  polaire  avec  la  courbe  est 

.3r;^^  -  3a/  4-  23  r^  0.  (D 
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Un  cercle  quelconque  G  représenté  par  l'équalion 

x'^  -h  y^  +  'imx  4-  2my  +  p  =  0 

coupe  la  courbe  donnée  en  six  points.  L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  joignant 

l'origine  à  ces  points  est 

9aH'^  -+-  9aH'  +  6nat^  +  Qmat^  -H  p  =  0.  (2) 

Le  cercle  considéré  répondra  à  la  question  si  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  divisible  par 
le  premier  membre  de  l'équation  (1).  Pour  qu'il  en  soit  ainsi  on  doit  poser 

3a(a  +  a)  £(a  +  2a)  4&^(a  4-  a^ 

m  ——  ■ — ^ — j         n  =  — -,         p  =  -^ 

"Ja  a  a 

Le  quotient  est  alors  3a/''  +  3  (a  +  a)^  4-  2  (n  —  p). 

1°  Pour  que  le  rayon  du  cercle  G  soit  égal  à  R,  on  doit  avoir 

m*  +  n*  —  ;7  =  R% 

c  est-a-dire  ; 4-  ^—^ ■ — ^ =  R» 

ou,  en  remplaçant  a  par  x  et  S  par  y, 

V^  =  — ^ —  •  (3) 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  et  la  forme  de 
l'équation  montre  que  cette  courbe  est  formée.  On  peut  écrire 

a;'[2aR  —  3x(a  +  x)]  [2aR  +  3a;  [a  +  x)] 


y. 


4a* 


Gomme  on  peut  évidemment  supposer  a  >  0,   on  voit  que  le  second  trinôme    3.r*  +  3a.v  +  2aR   ne 
peut  s'annuler  que  si  l'on  a    3a  —  8R  >  0;  donc,  il  y  a  trois  cas  à  distinguer: 

I.  —     R  <  -  a.    Si  l'on  désigne  par  x^ ,  x^  les  racines  de  l'équation 
o 

3x^  +  3aa;  -  2aR  =  0 

et  par  x^,  Xi ,  celles  de  l'équation 

3x2  4-  3ajc  +  2aR  =  0, 

on  reconnaît  que  ces  racines  sont  ainsi  rangées  : 

Xi  <Z.  X^  <Z.  X^  <^  .Tj  , 

puisque  si  l'on  suppose    Sx"^  4-  3aa;  ==—  2aR,     le  polynôme    3x-  +  3ax  —  2aR    se  réduit  à  —  4aR; 
d'ailleurs  la  racine  x^  est  la  seule  positive. 
Gomme  on  peut  écrire 

—  9a:*  {x  —  .T,)  (x  —  x^)  (.r  —  x^)  (x  —  x^) 


r 


■W 


on  voit  que  si  l'on  trace  les  parallèles  à  0//  ayant  rospootivonicnt  pour  abcisses  les  racines  .r,,  .r,.  .r,. 
rCj,  la  courbe  est  tout  entière  entre  la  première  et  la  seconde  et  enlre  la  troisième  et  la  quatrième. 
Enfin  elle  est  tout  entière  dans  la  région  comprise  outre  les  tangentes  h  l'origine  oîi  se  trouve  l'axe  des 
X.  Ces  tangentes,  définies  par  l'équation 

touchent  encore  la  courbe  aux  points  ayant  ])()ur  coordonnées     .r  --  —  a,  tj  --  ■+-  R. 
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E:i  romarquant  que  —  a  est  compris  entre  a\  et  .r.,,  on  trouve  pour  la  cour])e  la  forme  représentée 
par  la  figure  I. 


Fig.  1. 
3 
II.  —     R  =  -  fl.     Les  deux  boucles  de  la  courbe  se  rejoignent  et  se  raccordent  an  point  A  d'abscisse 

—  -  •  On  obtient  alors  la  figure  2. 


Fig.  2. 
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m. R  >  -  a.  La  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  quatre  points,  dont  deux  sont  confondus  avec 

8 

l'oriûjine.  La  forme  de  la  courbe  est  celle  de  la  figure  3. 


Fig.  3. 
2°  Nous  avons  trouvé  pour  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 

3a(a  H-  a) 


—  m  = 


2a 


-  Q(a  +  f^) 
—  n= ; 


pour  que  ces  coordonnées  vérifient  l'équation  de  la  cubique  donnée,  il  faut  que  le  point  P  soit  sur  la 

courbe  représentée  par  l'équation 

^^ —   ônu^ 


ou 


r  = 


9xHa  -4-  x)" 


Sn*{n  -+-  2.r)» 

Cette  c  )urbo  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  .r  ;  elle  a  des  branches 

parabolicines,  L'orii^ine  et  le  point  dont  les  coordonnées  sont  —  a  et  0  smit 

des  point 5  île  rebroussement ;  il  n'y  a  aucun  point  entre  la  parallèle  à  0// 

ayant  pour  abscisse  —  a  et  l'axe  des  //.  La  ilroile  représentée  par  l'équation 

X  ~ est  asvmplole  à  des  branehes  imau:inaires.  La  forme  de  la  l'ourbe 

2  " 

est  représentée  sur  la  jiijitrc  'i. 

8°  Le  cercle  sera  tanij;ent  à  la  courbe  donnée  si  ré(iuat"on  -I^a  une  racine 

double.  Il  en  sera  ainsi  ilans  trois  cas  dill'érents: 

a)  Si  ré([uation  (1)  a  une    racine   double,  ce  qui  exiue  (|ne   a'   ^-   3fl5*;   on   retrouve  la  courbe 

proposée,  comme  on  devait  s'y  atlendriv 
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h)  Si  l'équation 

3a/i  -f-  3(a  -i-  a)/  4-  2(n  -  p)  --^  0 

a  une  racim^  douhlo,  ce  qui  donne  la  condition 

9a'- 


(4) 


ou,  on  remplaçant  «  par  sa  valeur, 


'C-^' 


{a  +  a)"'  +  Sap''  ^^    ^  0, 


éciuation  qui  se  tléconipose  en 

(a  -f  a)»  =  0        et        a"  +  «(î."  -f-  3p«)  =:  0. 

Si  l'on  suppose  a  =  —  a,  on  a  7n  ==  p  -  0;  le  cercle  rencontre  la  cubique  5  l'origine;  on  obtient  donc 
comme  nouvelle  partie  du  lieu  une  cubique  ayant  pour  équation 

x^  +  a{x^  -+-  3//2)  =  0. 
L'origine  est  un  point  double  isolé;  la  courbe  est  tout  entière  du  côté  des  x  négatifs  par  rapport  à  la 
parallèle  à  0//  ayant  pour  abscisse  —  a.  On  trouve,  en  écrivant,  x^(a-\-x) 


y  —  — 


•6n 


Fig.  5. 


Fig.  G. 


la  forme  représentée  par  la  fujure  S. 

c)  Enfin  il  peut  arriver  que  les  équations 
(1)  et  (4)  aient  une  racine  commune.  En  les 
retranchant  membre  à  membre  on  trouve,  après 
avoir  remplacé  n  par  sa  valeur, 

en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (i)  on 
obtient 

\}x-\a  +  iaj'       a  +  2x 
ou,  en  remplaçant  a  par  x  et  p  par  y  : 

9x\a  -+■  2x)Ma  +  x) 


y  —  0    et    y^  = 


2a* 


Laissant  de  côté  la  solution  étrangère    y  =  0,     il  reste  h  construire  une  courbe  représentée  par 

l'équation  précédente;  cette  construction  ne  présente  aucune  difficulté.  Le  point     {—  a  '  ^)    est  un 

point  isolé;  la  courbe  a  la  forme  représentée  par  la  figure  6. 

(E.  BounniEN.NE,  Rouen.) 
cm  résolu  la  question  :  MM.  E.  N.  Bahisien  ;  Gérard  (lycée  Saint-Louis)  ;  L.  Perrée  ('lycée  Condorcel)  ;  Vazou  (Falaise). 


144.  —  On  considèri'  deux  triangles  inscrits  à  une  même  conique  et  on  leur  circonscrit  deux  coniques 
hilanqentes  :  enve/ojijic  de  h-ur  corde  de  contact. 

Si  les  deux  coniques  circonscrites  sont  homothé tiques,  leur  corde  commune  passe  par  un  point  fixe. 

Solution  analvtiui  k.  —  Soient   ARC,  A'H'C  les  deux  triangles  inscrits  dans  la  conique  donnée  C. 
Prenons  le  triangle   ABC   pour  triangle  de  référence,  de  sorte  que  l'équation  de   C   soit 

Ayz  +  Bzx -hCxy  =  0.  (1) 
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Soit  ayjs  +  ^zx  +  yxy  =  0 

l'équalioti  d'une  conique  variable  circonscrite  au  triangle  ABC.  L'équation  générale  des  coniques 
bitangentes  à  cette  conique  étant  de  la  forme 

ayz  +  pz.x  +  yxij  =  {ux  -\-  vy  +  ivzY, 
les  équations 

(xy^z^  +  ^z^Xi  +  -(X^yi  =  {ux^  -+■  vy,  +  luz^Y    \ 

^IJi^i  +  P^a-Xi  +  ^ix.,y^  =  {ux.,  +  vy^  4-  tvz^V    >  (2) 

expriment  que  cette  conique  passe  par  les  trois  points  A'(x,,  y  y),  ^'{x^,  y.,),  G'^Xj,  t/3).  Mais  les 
points  A',  B',  C   étant  sur  la  conique   G,    on  a 

AyjC,  +  BjjXi  +  Gx^y^  =  0  , 
Ay^Sj  +  BZ2.X2  +  Cxji/.,  =  0  , 
Ay^Zs  +  n^jOSs  +  Ca:sî/3  =  0  , 
et  comme  A,  B,  G   sont  différents  de  zéro,  le  déterminant 

l/i^i  ^1^1  -^lî/i 

2/2^2  -^2^2  ^iVi 

y  3^  3  ^:y^3  ^i!/.] 

est  nul.  Ge  déterminant  étant  celui  des  variables  a,  p,  y  dans  le  système  (2),  pour  que  ce  système  soit 
possible,  il  faut  que  les  déterminants  caractéristiques  soient  nuls.  Donc,  si  l'on  pose 

uXi  -r  vy^  +  wzi  =  U,  ux^  +  vy.i  +  wz^  —  V,  ux^  +  17/3  +  icz^  ~  W, 

on  a 

y,z,  z,x,  V^       =0,  (3) 

en  supposant  ^l'^iiyiX^  —  aJi^a)  7^  0  .  Or  cette  condition  est  remplie,  car  trois  quelconques  des  six 
sommets  des  deux  triangles  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 

L'équation  (3)  est  l'équation  tangentielle  d'une  conique  conjuguée  à  cbacun  des  deux  triangles 
donnés. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coniques  circonscrites  soient  homothétiques;  l'équation  delà 
première  étant  toujours     a/y:;  +  pzx  +  y-ry       0,     celle  de  la  seconde  sera 

ayz  +  ^zx  +  yxy  -     (ax  +  by  +  cz){ux  +  vy  -+-  irz), 

ax  -h  by  +  cz  -  -  0  étant  l'équation  de  la  droite  de  l'infini  et  ux  ■+-  vy  4-  irz  :  -  0  celle  de  la  corde 
commune.  En  exprimant  que  cette  conique  passe  par  les  points  A',  B',  C',  nous  obtenons 

a//i-i  +  P"i^i  +  r^Wi  =  HU, 
a//2-2  +  P-2«2  +  ï-î'i//2  -^  KV, 

a//3  =  3    +    C^-3-'ï^3    -+-    ï-'':.//3    =    LW, 

en  posant    H  r    ax,  +  hy^  4-  cz^,     K    -  a.r..  -t-  by.,  +  cz.^,     L  =  a.r,  ■+■  by^  4-  cz^. 
En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  a 

z,.r 


//l'i 


équation  d'un  point  fixe. 

M.  VAznu  (colN'-KC  (lo  Fiihiiso)  a  aussi  onvoyt^  uno  «olution 


.'/.•.  =  ;] 


nu 

KV 
L\V 


0. 


(S.  I.ATTfts,  lycée  de  Marseille.) 
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Solution  cv'oMÉTniQrE.  —  Les  deux  triangles  donnés  sont  conjugués  à  une  môme  conique  (C),  à 
liKiuelle  sont  iiarmoniquiMnenl  circonscrites  its  coniques  considérées  C,  et  C.^,  et,  par  suite,  comme 
on  le  voit  aisément,  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  communs  à  ces  dernières.  En 
particulier  les  conlos  communes  correspondantes  des  coniques  C,  et  G.^  sont  îles  droites  conjuguées  à 
la  courbe  C.  Par  suite,  si  une  de  ces  cordes  est  double,  ce  qui  a  lieu  pour  deux  coniques  biiangenles, 
elle  est  à  elle-mé  ne  sa  droite  conjuguée,  et  est  donc  tangente  à  la  conique  (J  qui  constitue  l'enveloppe 
cherchée.  Si  les  coniques  C,  et  C.^  sont  homothétiques,  la  corde  commune  à  tlistancc  (iuie  passe  par  le 
pôle  de  la  droite  de  l'inlini,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  conique  C. 

(Erncsl  Duponco,  école  Monge.) 

Iiini(ir(/tii'.  —  Nous  croyons  utile  de  rappeler  ici  la  dclinition  des  coniques  harmoniquement  cir- 
conscrites à  une  coniijue  donnée. 

Soient  /\.v,  y,  z)  =  ax*  -i-  26 r//  +  af  +  °tdxz  +  ^^ei/z  +  hz""  ■--=  0, 

/■,(.r.  //,  z)  =  ttyX"^  -f-  2&irr//  ■+■  Ciif  -h  "Id^xz  +  ici/jz  -f-  h^z^  =  0 

les  équations  de  deux  coniques.  En  appelant  A  et  ^^  les  discriminants  de  f{x,  ij,  z)  et  de  [^{x,  y,  z), 
on  sait  que  l'équation  eu  X  relative  au  faisceau  /'  +  )/,  est 

A  +  0X   -I-  «jX"  H-  AiX"  =  0, 

ou  l'on  pose  0  =  o,A  -f-  26iB  -\-  c,C  +  2c?iD  +  leJL  +  S/^jH, 

A,  B,...  H     étant  les  coefficients  de  l'équation  tangentielle 

Am«  -H  2Buy  -1-  Cv*  -h  2Dm^  +  2Ev?y  4-  H?r*  =  0 

de  la  première  coniqu'».  On  sait  (voir,  par  exemple,  Picquet,  Géométrie  analytique,  p.  509),  que  la 
condition  0  =:  0  exprime  que  la  polaire  d'un  point  quelconque  de  la  conique  j\  par  rapport  à  la 
conique /"coupe  les  deux  coniques  en  quatre  poinis  harmoniques;  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  existe 
une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  /,  et  conjugués  à  /'. 

On  dit  alors  que  la  seconde  conique  l\  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  première  [.  Gela  étant, 
si  deux  coniques  /"j  et  f.,  sont  harmouiquement  conjuguées  par  rapport  à  f,  il  en  sera  de  même  de  toute 
coni(|ue  passant  par  les  points  communs  aux  deux  coniques  /',   et  /!,;  car  si  l'on  a 

a, A  +  26, B  4-  . . .  =  0,  fl,A  4-  26,,B  +  . . .  =  0, 

on  a  aussi  (r/,  +  la^)k.  -t-  2'/;,  -h  /t^lB  +  ...  =0. 

Remarquons  enfin   que  si  une  conique  /"j  dégénère  en  un   système  de  deux  droites,  la  condition 
0  =  0  est  précisément  la  condition  pour  que  ces  droites  soient  conjuguées  par  rap[)ort  à  la  conique  f. 
Ges  considérations  s'étendent  aisément  aux  quadriques. 


145.  —  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'vn  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  circon- 
scrit ù  un  pnrabotoïie,  est  dans  le  plan  orihoptique  de  ce  paraboloïde. 

On  sait  qu'une  quadri((ue  circonscrite  à  un  tétraèdre  conjugué  à  une  autre  quadrique  est 
circonscrire  à  une  inlinilé  de  tétraèdres  analogues.  Il  en  résulte  que  toutes  les  quadriquiis  (O),  ainsi 
harmouiqncment  circonscrites  à  une  qtiadrifjue  fixe  (S),  qui  passent  par  un  point  H,  coupent  le  plan 
polaire  de  te  point  relatif  à  (S)  suivant  des  coniques  liarmoniqnenu'ut  circonscrites  à  la  ser,lion  de  S 
par  ce  plan. 

En  particulier,  toutes  les  quadriques  circonscrites  à  un  tétraèdre  T  à  arêtes  opposées  orthogo- 
nales, et  passant  par  le  point  de  concours    II    di;  ses  hauteurs,  coupent  le  plan  de  l'infini  suivant  des 
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coniques    harmoniquement    circonscrites    à    l'ombilicale,  car   ces    surfaces    sont    harmoaiqueraent 
circonscrites  à  une  sphère  (S),  de  centre    H,    conjuguée  au  tétraèire   T. 

Eu  transformant  ce  résultat  par  polaires  réciproques  en  prenant  la  sphère  (S)  pour  surface  de 
transformation,  on  trouve  que  tous  les  cônes  de  sommet  H  circonscrits  aux  paraboloïdes  inscrits 
au  tétraèdre  T,  sont  harmoniquement  circonscrits  au  cône  isotrope  de  sommet  H,  c'est-à-dire  qu'ils 
sont  capables  de  trièdres  Irirectangles.  —  On  eu  déduit  l'énoncé  proposé. 

Remarque.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  résultat  que  nous  venons  de  transformer:  les  quadriques 
circonscrites  à  un  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales,  qui  passent  par  son  orthocentre,  sont  des  hyper- 
boloïdes  équilatères. 

(Eruest  Duporcq,  École  Monge.) 

Solution  analogue  par  M.  S.  Lattks  (lycée  de  Marseille.) 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
Mathématiques.  (Paris  et  départements.) 

158.  —  Soient  Q  une  quadricjue  circonscriLo  à  un  ellipsoïie  donné  E,  et  A  le  pôle,  par  rapport  à 
l'ellipsoïde,  du  plan   P   de  la  courbe  de  coniact  des  deux  surfaces  : 

1°  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  tr^  is  quadiiques,  Qj,  Q.y,  Q^,  liomofocales  avec  l'ellipsoïde  E  et  telles 
que  les  plans  polaires  P,,  P.,,  P3  du  point  A  par  rapport  aux  quadriques  0,,  Q.>,  Q3  pas.^ent  par  le  centre 
de    la  quadiique  Q. 

2"  Les  plans  P, ,  P.2,  P3  sont  les  plans  principaux  de  la  quadriijue  Q,  et  les  coniques  C, ,  Ci,  C3, 
intersections  des  surfaces  (Pj ,  Q,),  (P.^,  Q^),  (P3,  O3).  sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

3"  Les  projections  orthogonales  dos  coniques  Ci,  C),  C3  sur  les  plans  principaux  de  Pellipsoïde  E  sont 
des  coniques  homofocales. 

On  projettera,  en  particulier,  cos  coniques  sur  le  plan  principal  qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen 
de  l'ellipsoïde,  et  l'on  cherchera  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des  coniques  projetées,  quand  la  (juadrique  Q 
varie  en  restant  circonscrite  à  l'ellipt^oïde,  le  plan    P   de  la  courbe  de  contact  ne  chant^eant  pas. 

ii:i  mai,  de  10  h.  à  i  h.  1/2.) 

Phi/iique  (Paris). 

I.  —  Détermination  de  l'état  hygr'ométrique  de  l'air  par  la  méthode  do  condensation  et  par  la  méthode 
psychrométnque.  Discuter  ces  deux  méthodes  et  les  comparer  au  point  de  vue  do  l'exactitude  des  résultats 
que  peut  fournir  chacune  d'elles. 

II. —  159.  On  a  proposé,  pour  comparer  les  valeurs  do  l'accélération  de  la  pesanteur  dans  les  ditVorenls 
lieux  du  globe,  l'emploi  d'un  baromètre  à  siphon.  Ce  siphon  serait  à  branches  bien  cylindriques,  cl  la  petite 
br'anche,  reufermanl  uu  gaz  sec,  aurait  été  fermée  à  la  lampe.  Los  variations  de;/  se  déduiraient  des  variations 
du  niveau  du  mercure  dans  la  petite  branche.  On  demande  d'établir  la  formule  :  l*'  dans  le  cas  où  l'instrument 
serait  toujours  raint^né  à  une  terupéralure  constante;  i"  dans  le  cas  où  l'observation  serait  faite  ;i  une  lempo- 
raturo  quelcon(iu(3  ;  ;{"  dans  io  cas  où,  au  lieu  d'un  gaz,  on  aurait  enfermé  dans  la  petite  branche  une  vapejr 
en  contact  avec  uu  excès  du  liquide  géuéraleur. 

(SO  mai,  de  W  h.  à  i  h.  /,  i.) 
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Chimie  (Paris). 

I.  —  Gombiuaisous,  étudiées  daus  le  cours,  du  lluor  et  du  chloro  avec  les  métalloïdes  autres  que  l'oxygène 
et  l'hydrogèue. 

II.  —  160.  On  fait  passer  lentement  du  gaz  oxygène  pur  et  soc  à  travers  un  tube  à  eflluves  actionné  par 
une  forte  bobine  d'induclion.  La  température  est  0",  la  pression  7G0.  Le  gaz  a  sa  sortie  traverse  KX^'^  d'une 
dissolution  d'acido  arsénieux  contenant  Ob'", 9  d'acide  arsénieux  par  litre.  Quand  l'opération  est  terminée,  on 
ajoute  lOtt ''  d'une  solution  d'iodo  dans  l'ioduro  de  potassium  à  i:>o'^',i  d'iode  par  litre.  En  supposant  que 
l'eflluve  ail  produit  une  contraction  de  ^o",?,  on  demande  quel  sera  le  volume  d'une  solution  d'iiyposultite  de 
soude  à  iU^^O  de  sel  anhydre  par  litre,  qui  sera  nécessaire  pour  décolorer  la  solution  arsénieuse  additionnée 
d'iode.  Equivalent  du  sodium:  23. 

III.  —  161.  Uq  décompose  un  poids  x  d'azotite  d'ammoniaque  en  utilisant  la  chaleur  de  combustion 
d'un  certain  volume  d'hydrogène  dans  un  calorimètre  convenablement  disposé.  On  demande  de  calculer  ce 
poids  .r  d'azotite  d'ammoniaque  décomposé,  ainsi  que  les  poids,  et,  s'il  y  a  lieu,  les  volumes  gazeux  à  0  et 
TtiO  des  produits  de  sa  décomposition,  à  l'aide  des  données  suivantes  : 

l'j  Poids  de  l'eau  du  calorimètre  ISOOk""; 
S*'  Poids  du  calorimètre  évalué  en  eau  TSe^S; 
',\°  Élévation  totale  de  température  de  l'eau  du  calorimètre  lo,393; 

4°  Elévation  de  température  de  l'eau  du  calorimètre  résultant  de  la  combustion  de  l'hydrogène  seul  sans 
intervention  de  l'azotite  d'ammoniaciue,  0o,378. 

5'  Chaleur  de  décomposition  d'un  gramme  d'azotite  d'ammoniaque  i'^^'jSo. 

('23  mai,  de  iO  h.  à  i  h.  iJ2.) 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 
Physique  et  chimie. 

Physique.  —  I.  —  Réfraction  par  un  prisme  :  d'un  rayon  lumineux,  et  d'un  faisceau  conique  de  rayons  de 
irès  petite  ouverture.  (Il  ne  sera  pas  question  de  dispersion.) 

II.  —  Thermomètre  à  poids. 

Chimie.  —  Préparations  usitées  dans  les  laboratoires  et  dans  les  arts  de  tous  les  hydracides  (  acides  non 
oxygénés)  indiqués  dans  le  programme  de  chimie. 

[On  ne  demande  rien  sur  les  propriétés,  analyses...,  etc.,  de  ces  corps.] 

(:i7  mai,  de  7  h.  à  10  h.) 

Mathématiques. 

162.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  une  circonférence  (G)  décrite  sur  une  corde  DD'  de  cette 
hyperbole  comme  diamètre. 

l»  On  mène  dans  la  circonférence  une  corde  perpendiculaire  à  DD'  :  démontrer  que  la  moitié  de  cette 
corde  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  son  milieu  aux  points  où  elle  rencontre  l'hyperbole. 

2°  Indiquer  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  de  la  circonférence  et  de  l'hyperbole  sont  tous  réels. 

3"  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes  à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence, 
lorsque  la  corde  DD'  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  direction  fixe. 

4°  Soit  H  un  des  points  communs  à  l'hyperbole  et  au  cercle  mobile,  A  le  point  où  la  tangente  a  la  circon- 
férence en  II  coupe  l'hyperbole,  B  le  point  où  la  tangente  à  l'hyperbole  en  H  coupe  la  circonférence  :  prouver 

que  la  droite  AB  passe  par  un  point  liiie. 

(28  mai,  de  7  h.  à  II  h.) 

Calcul  tri  gommé  trique. 

On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  -.  .^Hl-ii",.-/»,  b  =  46D7i'",40,  c  =  3760fn,18. 

Calculer  les  trois  angles  et  la  surface. 
Résultats  : 

A  ^  86"  39'  0',78,        B  =  53'^  7'  3",0i,        C  =  40°  13'  -47 ',18,        S  =  874  146  800"'-i. 

{i8  mai,  de  i  h.  l/i  à  G  h.) 
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Géométrie  descriptive. 

INTERSECTION    D'uNE   SPHÈRE   ET  u'UN    CYLINUKE 

163.  —  Le  rayon  de  la  sphère  est  de  80'"™.  Le  centre  a  sa  projection  horizontale  à  90'"™  du  bord  inférieur 
de  la  feuille,  à  135'"'"  du  bord  de  gauche,  et  à  220"""  de  la  projection  verticale. 

La  trace  horizontale  du  cylindre  est  un  cercle  do  6^™"^  de  rayon,  et  dont  le  centre  est  à  140"^""  du  bord 
inférieur  de  la  feuille  et  à  ISO"»™  du  bord  de  droite.  Les  génératrices  sont  de  front,  inclinées  de  GO'-"  sur  le  plan 
horizontal,  et  s'élèvent  de  droite  à  gauche  au-dessus  de  ce  plan. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  qui  reste,  après  que  l'on  a  enlevé  delà  sphère  la 
portion  qui  se  trouve  à  l'intérieur  du  cylindre;  les  parties  cachées  seront  tracées  en  points  ronds. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  d'un  point  quelconque  et  des  points  remarquables  de  l'in- 
tersection, ainsi  que  celle  des  tangentes  en  ces  points. 

(30  mai,  de  ~  h.  à  11  h.) 
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Géométrie  analytique  (1). 

164.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectangulaires,  (G)  une  circonférence,  de  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine, 
B  et  B'  deux  points  sur  l'axe  des  y  à  égale  distance  du  centre,  OB  —  OB'  =  6;  on  prend  un  point  M  sur  la 
circonférence  (G);  la  droite  BM  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  A;  les  deux  droites  OM 
et  BA  prolongées  se  coupent  en  un  point  X. 

1"  On  demande  le  lieu  du  point  X  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence.  Ge 
lieu  est  une  conique  dont  on  met  immédiatement  en  évidence  un  foyer  et  une  direc- 
trice. Déterminer  la  nature  de  la  courbe  suivant  la  grandeur  de  h.  Gonstruclion  de  la 
tangente  au  point  X;  elle  coupe  l'axe  des  x  au  même  point  que  la  tangente  en  M  à  la 
circonférence.  Axes  de  la  courbe. 

2"  En  considérant,  dans  l'équation  de  ces  coniques,  b  comme  un  paramètre  arbitraire, 
on  obtient  un  faisceau  de  coniques.  Par  chaque  point  X  du  plan  passent  deux  de  ces 
coniques.  Reconnaître  quelle  est  leur  nature  en  séparant  le  plan  eu  régions  par  des 
courbes  convenables. 

3°  Les  tangentes  menées  aux  points  où  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau  sont 
rencontrées  par  un  diamètre  prolongé  tel  que  OMM'  passent  par  deux  points  lixes  sur  l'axe  des  .r.  En  déduire 
le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  les  langeantes  aux  deux  courbes  qui  passent  par  chacun  de  ces  points 
sont  rectangulaires. 

(3  juin.  —  Géomélric  cl  gcomdlrie  analytique,  de  7  h.  à  40  h.  1/i.) 

NOTA.  —  La  question  lO't  sera  Irailée  dans  le  numéro  de  juillet. 
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465.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  peints  d'intersectiou  d'une  droite  avec  une 

lemniscato  de  Bernouilli  est  le  pied  do  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  leiuuiscate  sur  la 

droite. 

(E.  X.  IVmusibx.) 

166.  —  l*]tunt  donné  un  cylindre  })nrabolique,  on  deniaiule  le  lieu  du  foyor  de  la  section  faite 

dans  ce  cylindre  par  un  plan  mobile  coupant  le  plan  il'une  section  droite  P  du  cylindre  suivant  une 

normale  à  cette  section. 

(E.  Crétin,  professeur  au  lyc«ic  Saint-Louis.) 

(1)  Les  autres  sujets  du  concours  sont  insérés  dans  lo  numéro  du  15  Juin  du  Journal  Je  MalhénuUiifuts  ctéiiunlaire*. 
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167.  —  Tiouvcr  li*  lien  ilii  cciilio  (->  du  cercle  passaut  par  le  centre  0  d'une  hyperbole équilatcro 
et  langent  à  cUle  hyperbole  au  point  mobile  M. 

(L.    1>.    ItANDO.N.) 

168.  —  On  donne  le  foyt'r  ou  le  sommet  il'une  parabole  j)assant  par  un  point  fixe  ou  tangcuite 
à  une  droite  lixe.  Trouver  dans  chacun  de  ces  cas  le  lieu  du  sommet  ou  tlu  foyer. 

(L.  Boh,  Tarbes.) 

169.  —  On  considbre  toutes  les  coniques  circou?critcs  à  un  quadrilatère  ABCD  et  uue  droite 
fixe  A  rencontrant  ces  coniques  en  deux  points  vaiiables  P,  Q.  Ou  prend  sur  chaque  conique  le 
conjugué  harmonique  M  du  point  D  par  rapport  à  P  etQ.  Trouver  le  lieu  de  M. 

(S.  Lattes,  lycée  de  Marseille.) 

170.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 

(A.  Alaykac,  lycée  Saint-Louis.) 

171.  —  Étant  tlounées  une  sphère  et  une  quadrique,  les  normales  abaissées  du  centre  de  la  sphère 
sur  toutes  les  quadrijues  qui  passent  par  l'intersection  de  ces  deu.K  surfaces  sont  sur  un  cône  du 
second  ordre. 

(C.   ilUoON.) 

172.  —  Un  poids  P  d'un  certain  corps,  dont  la  température  de  fusion  est  T,  est  suifondu  à  une 
lempérature  /  <  T.  On  eu  détermine  la  solidification  par  un  moyen  quelconque.  Connaissant  sa 
chaleur  de  fusiou  A  à  la  température  T  do  fusion  et  ses  chaleurs  spécifi({ues  à  l'état  solide  et  à  l'élat 
liquide  c  et  c,,  trouver  la  relation  qui  lie  le  poids  jo  de  la  portion  solidiliée  à  la  température  ^  et  cette 
température  t.  Construire  la  courbe  représentée  par  cette  relation. 

Ou  admettra  que  les  chaleurs  spécifiques  c  et  c,  sont  indépendante*?  de  la  température;  mais  on 
tiendra  compte  de  ce  que  À  varie  avec  la  température. 

AppUration  numérique.  —  A  quelle  température  doit-on  amener  du  phosphore  ou  de  l'eau  surfon- 
dus pour  que  toute  la  masse  se  solidifie  o.i  remonte  à  la  température  de  fusion  T  : 

T  Â  c  Cy 

Eau  :  0°  71  0,47  1 

Phosphore:  44V2  lo  0,17  0,^2  L 

lilemi  ^■lE^vt^GI.o\vs^iI.) 


ERRATUM.  —  N°  8,  page  316,  question  103,  supprimer  l'exposant  2. 


Le  Hédacl eut-Gérant  :     H.  VUIBEHT. 

►  »hi.>  —  IMI.  CHAl.\.  —    <23V6-5-bil. 


2«  Année.  N»  10.  Juillet  1892. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ÉCOLE  NAVALE  (Concours  de  1892), 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

164.  —  Oxy  élant  deux  axes  rectangulaires,  (C)  une  circonférence  de  rayon  R  ai/ant  son  centre 
à  Corigine,  B  et  B'  deux  points  sur  l'axe  des  y  à  égale  distance  du  centre,  OB  =  OB'  =  b;  on  prend 
un  point  M  sur  la  circonférence  {G);  la  droite  BM  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  A;  les  deux  droites 
OM  et  B'A  prolongées  se  coupent  en  un  point  X. 

i/°  On  demande  le  lieu  du  point  X  quand  le  point  M  parcourt  la  circonférence.  Ce  lieu  est  une  conique 
dont  on  met  immédiatement  en  évidence  un  foyer  et  une  directrice.  Déterminer  la  nature  de  la  courbe 
suivant  la  grandeur  de  b.  Construction  de  la  tangente  au  point  X;  elle  coupe  l axe  des  x  au  même  point 
que  la  tangente  en  M  à  la  circonféi-ence .  Axes  de  la  courbe. 

2°  En  considérant,  dans  l'équation  de  ces  coniques,  b  comme  un  paramétre  arbitraire,  on  obtient  un 
faisceau  de  coniques.  Par  chaque  point  X  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques.  Reconnaître  quelle  est  leur 
nature  en  séparant  le  plan  en  régions  par  des  courbes  convenables. 

S"  Les  tangentes  menées  aux  points  où,  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau  sont  rcncontries  par  un 
diamètre  prolongé  tel  que  OMM'  pa'isent  par  deux  points  fixes  sur  l'axe  des  x.  En  dé  luire  le  lieu  des  points 
du  plan  pour  lesquels  les  tangentes  aux  deux  courbes  qui  passent  par  chacun  de  ces  points  sont 
rectangulaires. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

1°  Équation  du  lieu.  —  Appelons  z>   l'augle  positif  inférieur  à   2-   que  devrait  décrire  une 

denii-droile  d'abord  appliquée  sur  Ox-  pour  s'appliquer  sur  la  direction  OM,  Les  coordonnées  du 

point  mobile   M   sont   R  cos  o   et   R  sin  ^   et  le  coeffîcient  angulaire  de  la  droite  BMA  a  pour  valeur 

6  —  R  sin  ?   ,     ,     .      Ti,  ,    . 

;  la  droite  B  A  symeinque  du  la  preccdenle  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  a  donc 

—    1\  Cl) s  tp  i  1  A 

„,  .      ,  ,   .      /^  —  R  sin  9 

pour  coellicieut  anirulairc  — -,     et  pour  équation 

R  cos  cp 


La  droite  OM  est  représentée  par 


b  —  l\  sin  9 

y  +  b^  — i3 •^■-  (H 

R  cos  9  ^ 

sin  9 
■^        cos  9  *>  • 


Il  sulTit  d'éliminer  9  entre  ces  deux  é(jualions  pour  avoir  réqualiun  du  lion.   Ajoulons-los  d'abord 
membre  à  membre;  nous  aurons  l'équation 

R  cos  9  ^  ' 

qui    représente  une    droile    passant   par    le    point     de   rencontra   ilos  deux  premières    et    pouvant 
remplacer  l'une  tl'ellos,  la  droile  (1),  i)ar  exemple.  Les  équations  (i)  cl  (2)  donnent 

X"  =  —  {■'2g  -{-  b)  cos  9 


n  1  (*' 
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Ajoutons  incmbro  à  uiembio  après;  avoir  élevé  au  carré,  nous  oblenons  l'équation  du  lieu 


a;*  +  y  =  Yi  "^"^'Z  +  *)'' 


ou  bien 


a;- 


y" 


4R- 


(S) 


L'élévation  au  carré  n'introduit  pas  de  solution  étrangère  parce  que  changer  le  siguc  de  cos  9 

ou  de  sin  9  ou  do  cos  9  et  sin  9  revient  ù  remplacer 
l'angle  9  par  -  —  cp,  ou  2:1  —  9,  ou  t:  +  9,  ce  qui  est 
permis. 

Réciproquement  si  l'on  prend  sur  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (o)  un  point  quelconque  de  coor- 
données X  et  y,  les  équations  (4)  donneront  pour  cos  <p 
et  sin  cp  des  valeurs  correspondantes  acceptables;  il 
existera  entre  zéro  et  2tt  un  angle  9  et  un  seul  admet- 
tant ce  cosinus  et  ce  sinus;  par  conséquent,  à  un  point 
choisi  arbitrairement  sur  la  courbe  (o)  correspond  un 
point  M  et  un  seul  de  la  circonférence  donnée.  Si  l'on 
applique  à  ce  point  M  la  construction  indiquée  dans 
l'énoncé,  on  aura  le  point  de  coordonnées  x,  y. 

L'équation  (5)  représente  une  section  conique  ayant 
un  foyer   à    l'origine  des  coordonnées  ;   la  directrice 

correspondante   a  pour  équation    y  -4-  -  =  0.     L'ex- 

2R 
centricité   est  la  valeur  absolue  du  rapport     — .  L'axe 

focal  est  dirigé  suivant  l'axe  des  y;  la  demi -corde  focale  perpendiculaire  à  cet  axe,  c'est-à-dire  le 
paramétre  de  la  courbe  s'obtient  en  faisant  y  =  0  dans  l'équation  (5)  ;  on  trouve  a?  =  ±  R;  la  courbe 
passe  donc  par  les  extrémités  du  diamètre  dirigé  suivant  0.x,  et  le  paramètre  a  pour  valeur  R. 


Genre  de  la  conique.  - 

valeur  absolue  du  rapport 


Le  genre  de  la  conique  dépend  de  l'excentricité,  c'est-à-dire  de  la 
R 


,     ou  du  rapport  égal    - — 

2" 


Si  la  valeur  absolue  de  -  6  est 
2 


supérieure  à  R,  la  courbe  est  une  ellipse, 
égale  à  R,  la  courbe  est  une  parabole, 
inférieure  à  R.  la  courbe  est  une  hyperbole. 


Tangente  au  point  X.  —  Supposons  que  les  coordonnées  x^,  y^  du  point  X  soient  définies  par 
les  é(|uations  (4),  c'esl-à-dire  que  l'on  ait 

a^i  =  T  (2i/i  +  b)  cos  9, 


(2y,  +  h)  sin  9. 


On  sait  que  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  a  pour  équation 

R 


X  cos  9  -t-  (/  sin  9  —  -  (2//  -t-  b) 


0. 


ÉCOLE  NAVALE  33o 


L'équaliou  de  la  tangente  au  cercle  au  point  M  est 

X  cos  9  +  2/  sin  o  —  R  =  0. 
Or,  en  faisant  i/  =  0  dans  ces  deux  équations,  on  obtient 

R 

X  —  • 


(6) 


cos  çp 

Les  deux  tangentes  coupent  donc  l'axe  des  x  au  même  point  :  il  sufFit  donc,  pour  avoir  la  tangente 
en  X,  de  joindre  à  ce  point  le  point  oli  la  tangente  au  cercle  en  M  coupe  l'axe  des  x. 

Axes  de  la  conique.  —  Si  b'^  =■  4  R%  l'équation  (5)  représente  une  parabole  et  il  n'y  a  pas  lieu 
de  chercher  ses  axes  ;  supposons  h"^  t^  4R^  Le  centre  de  la  conique  a  pour  coordonnées 

2R^  6 

^  =  ^'  y='W^^m^' 

Transportons  en  ce  point  l'origine  des  coordonnées  en  conservant  aux  axes  leurs  directions 
primitives;  l'équation  devient,  y'  désignant  l'ordonnée  nouvelle  d'un  point  quelconque  du  plan, 

h'  -  4R2    ,  R^ôî» 

c  est-a-dirc  ~~Wb^  -^  — 1^6^ *  "  ^• 


b'  -  4R'^       (6'^  -  4K'^)'^ 

R62 

La  longueur  du  demi-axe  focal  est  donc  la  valeur  absolue  de    , pr- ;  celle  du  demi-axe  non 

^  b'-  —  4R^ 

focal  est      -  s'il  s'agit  d'une  ellipse,  et  -.    si    la    courbe   est  une  hyperbole.   Ces 

s/b-"  -  4R'^  \/AB}  -  b' 

longueurs  sont  faciles  à  construire  géométriquement. 

2"  Regardons  dans  l'équation  (5)  b  comme  un  paramètre  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  de 
—  00  à  +  oo  et  ordonnons  cette  équation  par  rapport  à  6;  elle  s'écrit 

(x'-^  +  if  -  R^)6^  -  4R*(/.6  -  4R^^^-  =  0.  (o  ) 

Supposons  que  a?  et // désignent  les  coordonnées  d'un  point  donné  dans  le  plan;  cette  équation 
donne  alors  pour  b  deux  valeurs.  La  condition  de  réalité  est  : 

R'Z/*  +  v\^''  +  y'  -  R')  >  0 
c'est-à-dire  y'^C^'^  +  y''}  ^  0. 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'à  chaque  valeur  do  b  correspond  une  conique  et  une  seule.  Par 
conséquent,  si  l'on  écarte  le  cas  oîi  le  point  donné  est  sur  l'axe  des  x  (*),  on  voit  que  l'équation  (o') 
admet  deux  racines  réelles  et  distinctes.  Par  tout  point  du  plan  on  peut  donc  faire  passer  deux 
coniques  réelles  et  distinctes  représentées  par  l'équation  (.j). 

Pour  trouver  le  genre  de  chacune  d'elles,  rappelons-nous  ([u'à  toute  valeur  de  b  su[iérieuro  à  2K 
ou  inférieure  à  — 2R  correspond  une  ellipse  ;  et  qu'à  toute  valeur  de  6  comprise  entre  ces  limites 
correspond  une  hyperbole.  Posons 

2U  -  b  ,_  ,        2R(1  --) 

!2R  +  6  1-H  - 

il  est  clair  (juc  si   b   est  compris  entre     —  2R     et     +  "2R,     :;   sera  positif,  tandis  que  oo  nombre 

{*\  Les  deux  valeurs  de  b  sont  alors  nulles,  eu  général,  et  l'équation  (5)  représente  pour  6:0  une  droite  double  cou- 
l'ondiio  avec  l'axo  des  r.  Si  le  point  donné  est  on  mémo  temps  sur  la  circonférence,  les  valeurs  do  b  sont  indétorminot-s. 
On  pouvait  le  prévoir:  car  nous  avons  remarqué  ([uc  louiez  les  coniques  représentées  par  {o)  passent  par  les  points 
communs  à  l'axe  des  x  et  à  la  circonférence. 
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sora  lu'i^alif  si    b    uVsl  pas  compris  dans  ct't  inlcrvallo.  L'6(juation  (o')   devient  après  ce  changement 

il'incounue 

(.,.»  +  ,f  _  H»)  (I   -  2)'^  _  my{l  -  z-')  -  y\l  -+-  z)'^  =  0 

ou  bien  (.r'^  4-  îlWij  -  K-)ô'^  -  V'  +  2^'  -  R')-  +  .'•'•'  -  2H//  -  R^  =  0. 

Les  sii^ncs  des  racines  de  cette  équation  dépendent  des  signes  des  trois  fonctions  de   x  et   y 

./••'  4-  il\y  -  K-,  x»  +  'lif  -  R\  x-"  -  2H//  -  K'^ 

En  les  égalant  à  /.éro  on  obtient  les  trois  équations 

x^  -H  2%  -  R'^  ■--.  0,  x^  +  2y'  -  R-  ^  0,  a-»  -  2R(/  -  R^  =  0; 

la  première  et  la  troisième  représentent  les  paraboles    P   et   P'    déjà   représentées  par  l'équation   (o) 

dans  la([uolle  on  suppose  successivement    b  =  —  2R   et   b  —  2R.     La  seconde  représente  une  ellipse 

passant  par  les  deux  points   A   et   A'   communs 

aux  paraboles  et  ne  les  rencontrant  en  aucun  autre 

point;  le  grand  axe  est     AA';     le  demi  petit  axe 

R 
vaut   Rv/2,    de  sorte  qu'il  surpasse    —   distance  du 

foyer  au  sommet  C  ou  C  dos  deux  paraboles 
P  et  P'.  11  eu  résulte  que  l'ellipse  est  tout 
entière  extérieure  à  la  partie  du  plan  comprise 
entre  les  arcs  paraboliques   ACA',   AG'A'. 

Supposons  que  le  point  donné  soit  dans  la 
partie  du  plan  comprise  entre  ces  arcs,  les  trois 
fonctions  qui  formentles  coefficients  de  l'équation 
en  z  sont  négatives  ;  les  racines  sont  donc  positives 
et  les  coniques  sont  deux  hyperboles.  Le  résultat 
est  le  même  si  le  point  donné  est  extérieur  aux 
trois  courbes  :  car  les  trois  fonctions  sont  alors 
positives.  Enliu,  si  le  point  donné  est  intérieur  à  l'une  des  paraboles  et  extérieur  à  l'autre,  le  produit 
tics  valeurs  de  z  est  négatif  et  les  coniques  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole.  La  région  du  plan  dans 
laquelle  doit  se  trouver  le  point  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  couverte  de  hachures.  Par  un  point  donné 
dans  la  région  restée  blanche  passent  deux  hyperboles. 

REMAnQLE.  —  Quand  on  suppose  b  donné  l'équation  (o)  représente  une  seule  conique,  et  nous 
avons  vu  qu'à  tout  point  X  de  cette  conique  correspond  une  valeur  de  f  et  une  seule  comprise  entre 
zéro  et  Sti.  Si,  le  point  X  étant  donné,  on  détermine  b  par  l'éiiuatiou  (o),  on  trouve  deux  valeurs  b'  et 
b"  pour  b;  on  peut  prévoir  aisément  que  lis  deux  valeurs  de  f  correspondantes  diffèrent  do  tc;  nous 
allons  le  constater  par  le  calcul. 

La  valeur  de  cos  o  qui  correspond  aux  valeurs  données  ./■.  j/,  et  b'  est  fournie  par  la  première 
foi  mule  (i);  appelons-la  cos  o' 

cos  '/  =  „  „ ..  ;  soit  de  môme 


b"x 


La  somme     cos 


R  Vly 


R(2//  4-  6V 

{-  cos  'f"     est  donc 
b'  6" 


cos  cp    = 


R(2//  4-  b") 


?) 


Ix 


-  [b'b"  4-  yib'   4-  b")]. 


+  b'    ■    ±y  4-  b"J  ~~  R{2//  4-  b'}{-^y  +  b") 
Or  l'équalion  (5')  montre  immédiatement  que  la  quautité  entre  crochets  est  nulle.  Ainsi     cos  9' 


=  —  cos  9'.     On  voit  de  môme  (juo 
dianiétralcment  opposées. 


—  sin  .{/'.     Donc  les  extrémités  des  arcs   9'   et  'j"   sont 
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3"  La  remarque  précédente  permet  de  trouver  facilement  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
aux  deux  coniques  qui  passent  par  chacun  d'eux  soient  rectangulaires.  Soit  X(.c,  y)  l'un  de  ces  points, 
9  et  9  +  t:  les  arcs  correspondants;  on  sait  que  les  tangentes  en  X  aux  deux  coniques  ont  mêmes 
abscisses  à  l'origine  que  les  tangentes  au  cercle  menées  par  les  extrémités  des  arcs  o  et  o  -~  -.  Les 
coefficients  angulaires  des  tangentes  en  X  aux  coniques  sont  donc 

ij  II 

et 


R 


cos 


X  -+- 


R 


cos  C3 


Pour    que   les    tangentes    soient   rectangulaires,   il    faut  et  il  suffît  que  les  coordonnées   x,    y 
satisfassent  à  la  condition 


y 


R^ 


1 


ou  bien 


R-^ 


r 


=  0. 


X'  — 


cos-    Ci 


cos'*  ç 

y 


Mais   tg  cp  étant  égal  à   -  »      cos*  cp  = 


X 


L'équation  précédente  devient  alors 
0. 


X'  +  7J' 

(x^  -h  if){x^  -  R2) 

En  supprimant  les  droites  isotropes  qu'on  devait  trouver  puisque  l'origine  est  foyer  commun  a 
toutes  les  coniques,  on  voit  que  le  lieu  demandé  se  compose  de  deux  tangentes  au  cercle  donne 
parallèles  à  l'axe  des  y. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

1°  Les  deux  droites  Ba  et  B'a  étant  symétriques  par  rapport  à  Ox,  rencontrent  le  cercle  en  des 
points  symétriques  M  et  N,    de  sorte  que   Ox  est  perpendiculaire  au  milieu   I  de  MN.   Il  en  résulte 

que  la  droite  XI  passe  par  le  milieu  I)  île  OB'.  Parle 
point  fixe  D,  menons  Dz  parallèle  à  O.r  et  abaissons 
XQR  perpendiculaire  sur  D;3.  Ona: 

ÔXDXRX  ^  _^        ^ 

Ôfl  ~  W  "  RQ  '  RX  ~  RQ 


î* 


Ainsi  le  rapport  des  distances  du  point  X  au  point 
fixe  0  et  à  la  droite  fixe  Bz  est  constant.  Donc  le 
lieu  demantié  est  une    section  conique  ayant   0   pour 

R 

fover  et   D:   i)our  directrice.  L  excentricité  est     --ou 

2K 

—      Suivant  (|ue  le  point  D  est  intérieur  ou  extérieur 

au  cercle,  la  courbe  est  une  hyperbole  ou  une  ellipse. 
S'il  est  sur  la  circonférence  soit  eu  E,  soit  eu  E',  le 
lieu  est  une  parabole;  on  a  ainsi  deux  paraboles  P 
et   V. 

'routes  CCS  coni(iues  jtassent  par  les  extrémités   A    et 
A'  du  diamètre  dirigé  suivant   0.r  :    car  le  rapport  des  distances  de  chacun  de  ces  points  au  foyer  et 
R 

r .  ■ 


Il  la  iliiecliice  est 


.S38 


ÉCOLE  NAVALE 


Soit  H  lo  point  où  la  langonto  en  X  roncontro  la  droite  0,v  et  K  le  point  où  elle  conpo  la 
diroctrice.  Ou  sait  que  la  droite  OK  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  Oa;.  Menons  Mil.  On  a 
évidemment 

KX  _  DX  _  ÔX 

KH  ~   DÎ  ""  OM  * 

Donc  ^III  est  parallèle  à  OK  et,  par  suite,  perpendiculaire  sur  le  rayon  OM.  C'est  donc  la 
tangente  en  M  au  cercle.  Ainsi  la  tangente  à  la  courbe  en  X,  et  la  tangente  au  point  correspondant 
du  cercle  coupent  Ox  au  inéme  point.  On  peut  construire  la  tangente  en  X  en  se  servant  soit  du  point  K, 
soit  du  point   H     faciles  h  déterminer. 

2''  Supposons  donné  le  point  X  et  traçons  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point;  projetons  sur  Ox  en 
m   et    m'  les  deux  points   M   et   M' où  ce  diamètre  coupe  la  circonférence;  les  droites   Xm   et  Xm' 

rencontrent  Oy  aux  deux  points  D  et  D' 
pieds  des  directrices  de  deux  coniques  qui 
passent  au  point  donné.  Leurs  genres  sont 
déterminés  par  les  positions  de  D  et  D' 
relativement  aux  extrémités  du  diamètre 
EE'. 

Construisons  les  deux  paraboles  P  et  P' 
dont  les  directrices  passent  en  E  et  E'.  La 
droite  indéfinie  OX  rencontre  P  en  deux 
points  L  et  S,  P'  en  deux  autres  points  L' 
et  S';  cette  droite  est  divisée  par  les  quatre 
points  S',  L,  L',  S  en  cinq  régions;  supposons 
le  point  X  sur  la  région  L'S;  la  droite  Xm 
est  alors  dans  l'angle  SmI/  dont  les  côtés 
passent  nécessairement  en  E  et  E';  donc 
cette  droite  rencontre  Oy  en  un  point  D 
qui  ne  peut  être  entre  E  et  E',  et  qui  par  suilo  correspond  à  une  ellipse.  La  droite  Xm'  n'est  pas  dans 
l'angle  S'm'L  mais  dans  son  supplément;  lo  point  D'  où  elle  coupe  0//  est  donc  entre  E  et  E'  et 
ce  point  correspond  à  une  hyperbole. 

Un  raisonnement  analogue  fait  pour  les  autres  régions  conduit  aux  conséquences  énoncées  dans 
la  solution  analytique. 

3°  Menons  un  diamètre  quelconque  MOM',  et  prenons  un  point  X  sur  ce  diamètre.  Les  tangentes 
aux  doux  coniques  qui  passent  par  ce  point  rencontrent  Oa^  aux  mêmes  points  T  et  T'  que  les 
tangentes  en  M  et  M'  au  cercle.  Pour  que  l'angle  TXT'  de  ces  tangentes  soit  droit,  il  faut  et  il  suflit 
que  la  médiane  OX  du  triangle  TXT'  soit  égale  à  OT  moitié  de  TT'.  Ainsi  sur  chaque  diamètre 
se  trouvent  deux  points  X  et  X'  tels  que  les  tangentes  aux  deux  coniques  qui  passent  soit  par  l'un  soit 
par  l'autre  sont  rectangulaires.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  points  X  et  X'  se  projettent  sur  O.r  aux 
extrémités  A  et  A'  du  diamètre  dirigé  suivant  O.r  puisque  les  triangles  OAX,  OA'X'  sont  égaux  au 
triangle  rectangle  OMT.  Donc  le  lieu  demandé  est  l'ensemble  des  tangentes  menées  par  A  et  A'  au 
cercle  donné. 

Remarque.  —  La  question  qui  vient  de  nous  occuper  peut  être  étudiée  d'une  tout  autre  manière. 
Imaginons  un  cône  de  révolution  ayant  pour  base  le  cercle  donné,  et  coupons-le  par  un  plan  passant 
par  le  diamètre  AA'  suivant  lequel  était  dirigé  l'axe  des  x.  Le  plan  sécant  coupe  le  plan  mené  par 
le  sommet  S  du  cône  parallèlement  au  plan  du  cercle  suivant  une  droite  A.  Menons  la  perpendiculaire 


\ 
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SD   sur  cette  droite,  et  projetons  sur  le  plan  du  cercle  la  droite  A  en  5  et  la  perpendiculaire  SD  en 
Od,   diamètre  perpendiculaire  à  AA'. 

Considérons  une  génératrice  SM  du  cône;  le  plan  DSM  coupe  le  plan  de  projection  suivant  Mm 


parallèle  à  SD  et  Od,  et  par  conséquent  perpendiculaire  au  diamètre  AA'.  Le  plan  sécant  coupe  ce 
plan  DSM  suivant  Dm,  droite  qui  rencontre  la  génératrice  SM  en  un  point  P.  Ainsi  tout  point  de 
l'intersection  du  plan  sécant  et  du  cùne  est  situé  sur  les  deux  droites  SM  et  Dm;  or  ces  droites  se 
projettent  suivant  le  rayon  OM  et  la  droite  djn.  Ce  sont  précisément  les  deux  génératrices  du  lieu 
géométrique  que  l'on  vient  d'étudier. 
Plusieurs  des  propriétés  établies  sont  des  conséquences  immédiates  de  celte  remarque. 

E.  Dessenon. 

M.  J.  irERvii,  élève  de  marine  au  lycée  de  Rochefort,  et  M.  C.  RAU,élèvedu  lycée  Condorcet,  ont  envoyéchacun  une  bonne  solution  delaquejtion. 
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137.  —  Démontre?'  que  l'équation 


nP  ,        nn-1'  „       iiin  -  1  (n  -  2)'   . 

X»  +   —  ax"-i  +  -V- — -  a»x»--  4-  -^ -^ ^a'x"- 

1''  {V.yi  (8  /' 


(n!)' 


a  toutes  ses  racines  réelles. 


On  sait  que  si  une  équation  f\x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

«/■(a^)  +  Pr(^)  +  y/""(^)  +-••+■  V^"'  (.r)  -  0,  (A) 

les  constantes  a,  p,  y»  •  ••  étant  telles  que  l'équation 

ait  toutes  ses  racines  réelles.  Le  théorème  est  également  vrai  pour  l'équation 

oif^"\x)  +  p/'<"-<'(a;)  4-  ...  4-  X/'(x)  =  0.  (B) 
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Posons  f\.v)  ~  a  "  et  prenons  ponr  a,  (3,  ...  X  los  cocdicionls  du  polynôme  (x  +  a)(x  +  b)  ...  {x  -\-  l); 
nous  obtenons  les  éiiuiitions 

X"  +  Id.n.!"-'   4-  l'ih.nhi  -  i).v"-^ -h  .  . .  +  nh  .  .  .  /  .n\  =  0  (1) 

n  !  V  ' 

et  »!  -h  la.       ./•   +-  '^<jl).~-  x'^  -h  . .  .  +  ab  .  . .  l.x"  ~  0 

ou,  en  chanîïeaiit  a'  en  -  et  ilivisant  itar  /i  ! 

X 

v>  1  v     1        •'"'  fll^C  .  .  .  l  ^ 

a,"  +  la. a"-'  +  \iib.  -, — -  +  .  . .  h ;—  =:  0.  (2) 

1.  z  n! 

Les  é(jualious    (1)  et  (2)   ont  leurs  racines  réelles.  En  posant    a~b  =  ...  =  l,    ces  équations 
deviennent  

n^a  ,       n(n  —  if  ,  {nl)"^ 

X"  +  --  ..t"-'  -h       ,    ,,      a\x"-'-  4-  . . .  +  ^—4-  a"  =  0  (3 

l  1.2  n! 

na  ,       n{n  —  i)  a"       ^ 

et  CL»  +  —  .a;"-'  i-    '     ^,  /  a^a;*  -|-  ...+        ==  0.  (4) 

Les  équations  (3)  et  (i)  ont  leurs  racines  réelles.  Par  conséquent  nous  pouvons  appliquer  le  théorème 
rappelé  plus  haut  à  l'équation  a;"  =  0  en  prenant  pour  a,  [5,  ...  X  les  coefficients  de  l'une  ou  de  l'autre 
de  ces  équations.  Prenons  par  exemple  les  cocfllcicnls  de  l'équation  (3)  et  substituons-les  dans  (B) 
nous  obtiendrons  l'équation  

f"[x)  +  -i-  f'"-''(x)  H-       ,    ,  '   ûY"'-2'(a;)  +  .  . .  +  ^--4-  o"f(x)  =  0, 

qui  a  toutes  ses  racines  réelles  si  l'équation  f(x)  =  0  a  elle-même  toutes  ses  racines  réelles.  Eu 
posant  /'(;r)  =  ;t",  puis  prenant  comme  plus  haut  l'équation  aux  inverses  et  divisant  les  coclUcients 
par  n!  ou  obtient  

^'^  .       n(n  —  if  ^ 

X"  +  — ry-  o.a;"-'  4-  '  .a^x"--  -+-  ...  +  a"  =  0.  (5) 

On  a  ainsi  trouvé  une  nouvelle  suite  de  coefficients  a,  p,  ...  X  qui  pourront  servir  eu  appliquant  à 
l'équation  /"(x)  =  0  soit  la  formule  (A),  soit  la  formule  (B).  En  prenant  une  fois  de  plus  la  formule 
(B),  nous  obtenons  l'équation  

rix)  +  'f;  a.r--{x)  +  ^^i^^  aT^-'-{x)  +  •  •  •  +  |)^*  ""/■(^)  ==  0, 

qui  a  toutes  ses  racines  réelles  si  /(a)  =  0   a  elle-même  toutes  ses  racines  réelles.  Nous  poserons 

encore  f{x)  ^  x",   puis  nous  prendrons  l'équation  aux  inversos  et  nous  diviserons  par  n!  ;  on  obtient 

aiusi  

n»  .       n(n-  if    ,      ,  ("!)',, 

X"  +  -  a..x"-'  +       ^,       aV-2  +  . . .  +  j-{-  a"  =-  0. 

Cette  équation  a  donc  toutes  ses  racines  réelles.  Eu  appliquant  cette  méthode  et  en  se  servant  /)  fois 
de  la  loriiiule  (A),     q  fois  de  la  formule  (B),  ou  obtiendra  donc  une  équation  de  la  forme 


n''  ,        v(n-\)''    ,  ,   „       n{n  -  i){n  -  1)''   ,   „  .  in\)P    ,,       . 

{n  9;''  3!'  (ni)'' 

qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Hkmahqie.  —  le  théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyé  est  fort  connu;  néanmoins  nous 
niions  en  rappeler  la  démonstration. 

En  observant  que  l'équation     e"  —  0,    dans   laquelle  a  est  un   nombre  réel,  n'a  aucune  racine 
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réelle  finie,  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'é  juation  e'"' [(x)  =  0,  pourvu  que  ce  théo- 
rème soit  applicable  à  f(x].  Supposons  pour  plus  de  simplicité  que  f{x)  soit  un  polynôme  de  degré  m 
et  que  f  (x)  =0  ait  toutes  ses  racines  réelles.  On  en  conclut  que  l'équation  obtenue  ea  égalant  à 
zéro  la  dérivée  de    e'"'f{x),     c'est-à-dire     e"^  [fl/ïx) -i- /"(t)]  =  0,     a   m  ~  {    racines  réelles   finies; 

par  conséquent,  l'équation  af{x)  +  f'{x)  =  0     a  toutes  ses  racines  réelles.  En  remplaçant  a  par , 

on  voit  que  si     f{x)  =  0    a  toutes  ses  racines  réelles,  l'é  [uation    f{x)  —  al"{x)  :=  0    a  aussi  toutes 

ses  racines  réellci  quand  on  suppose  que  a  est  un  nombre  réel.  Cela  étant,  soit  6   un  second  nombre 

réel  (qui  d'ailleurs  peut-être  égal  à  a);  l'équalion  [{x)  —  af"(x)  —  0  ayant  toutes  ses  racines  réelles, 

il  en  est  de  même  de  l'équation 

f{x)-af'{x)  -  h[f'{x)  -  af"{x)-\  =0  ou  f{x)  -  {a  +  h)f'{x)  +  abf'ix)  =  0 

En  appliquant  m  fois  ce  théorème  avec  des  constantes  réelles  a,  b /,  on  arrive  à  l'équation 

r{x)  -  s,  f'{x)  +  SJ"(x)  - 4-  (_  1)-  s,„  f'"'>{x)  =  0, 

dans  laquelle  S^  désigne  la  somme  des  produits  p  a  p  des  nombres  a,  b,..  .1.  Gela  étant,  si  l'équation 

ax"'  +  pa;'"-»  + +  X  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles,  on  peut  prendre  pour  a,  b,.,.l  les  racines  de  cette  équation ,  de  sorte  que 

—  S  Y 

l'on  aura     Sj  —  —  ?    S^—  -  ,  -  -  >  etc.,  et  par  suite  l'équation 

^•A^)  +  p/'(^)  + Yr'(^)+ -0 

aura  bien  toutes  ses  racines  réelles. 


149.  —  Évaluer  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy  et  les  surfaces  représentées  par  les  équations 
z  =^  —  ,         x^  -I-  y*  -  2a(x  -^  y)  +  a'^  =  0. 

d. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  base  du  cylindre  de  révolution  donné; 

les  équaliuns  des  surfaces  deviennent 

(x  -h  a'^iy  -f-  a) 


X-'  +  y  =  a-. 


On  a 


{x  -+-  a)(y  -t-  a)  ,       x  +  a\'{\/a-  —  x''  -+-  a)^  —  (i/a-  —  a--  —  aVl  , 

â ^^-'^^-^L ^ J^-2(..4-«)vV  -  as 

V  =  2   r    [x-^a)  sU'-  -  x\lx. 
\J a^  —  x'-  (Ix        est  l'aire  du  demi-cercle  de  rayon  a,  soit        -^* 

X  +  o        /t  +  a     

x\/a^'  -  xhix  =    I     \/a-  -  x^xdx. 
■a  i  —  i 

Cette  intégrale  est  évidemmoul  nulle,  car  ses  éléments  sont  deux  à  deuxégaux  et  de  signes  contraires. 

v/a'  —  x^xdx  =  —  -  {a-  —  .v'-y ,      et  celte  expression  est  nulle  pour    x  ^  -h  a 
et  pour        X  =  —  a). 
Donc  :  V  —  -rta». 

l'iiuscppo  Santaohocb,  dcole  iaduslricllc  do  Foggia. 

Suliiliona  oxiiclos  el  ;iiiiilo^;iics,  par  MM.  AuniBiair  (Marseille).  L.  Mahut,  rôp<5iitciir  au  lycée  l'Alais,  cl  Charles  Tuuciiix  <  l'niversiu'  de  Kerraro). 
M.  Audibcrt  il  Iriiilé  aussi  la  uiOnio  iiui'sliou  en  faisant  usufjo  des  co  inloiiiii'os  polaires.' 
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I/équatiou  d'une  cubique  ayant  un  point  double  avec  taucçenles  distinctes,  rapportée  à  un  triangle 
de  référence  dont  un  sommet  est  le  point  double,  est  de  la  forme 

A//'  +  Bxif  4-  Gx\ij  +  Dx-'  +  :-(i/  -  a.r)(//  -  pas)  =  0. 

Une  droite  ayant  pour  cqualion  //  =  tx  coupe  la  cubique  au  point  double  et  en  un  point  différent  ; 
nous  dirons  que  ce  dernier  point  a  pour  paramètre  /. 

Nous  allons  d'abord  chercber  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres  de  trois  points 
A,,  Aj,  Aj  de  la  cubique  pour  que  ces  points  soient  en  ligne  droite. 

Soit  ux-hvy  —  z  =  0  l'équation  d'une  droite  D;  les  paramètres  des  points  de  rencontre  de  la 
droite  D  cl  de  la  cubique  sont  les  racines  de  l'équation 

A/'  +  BP  +  C7  4-  D  +  (/  -  a)(f  -  p){u  +  vt)  =  0.  (1) 

Désignons  par      cp(/)       le  polynôme  du  troisième  degré      A/'  +  Bt'^  +  Ct  -i-D      et  posons      /  =  a  +  0  ; 
léquation  (1)  devient  ainsi 

o(a)  -+-  Oc5'(ot)  +  -^  ?"W  +  ^^^^  +  ^K^  —  [5  +  0)(w  +  V-J.  +  rO)  =  0. 

Le  terme  tout  connu  est  9(a)  et  le  coefficient  de  0'  est  égal  à  v  +  k;  le  produit  des  racines  de  l'équation 
précédente  est  donc  égal  à 

_  J^, 
V  -h  X 

de  sorte  que  si  /,,  t.,,  t^  désignent  les  racines  de  l'équation  (Ij,  on  a 

(^-a)(^,-a)(/3-a)  =  --^. 

alQ) 

Pour  la  même  raison  (^,  —  f^)(f2  —  ,8)(?3  —  (5)  =  —    ^^ 


t'  +  A 


et  Dar  suite  (/,-«)((.-.)(/.-.)      jW  ^ 

A  la  vérité,  le  calcul  précédent  suppose  v  +  A^iO,  ce  qui  exige  qu'aucun  des  points  Aj.Aj,  A3  ne 

soit  sur  l'axe  des  y.  Si  le  point  Aj  se  trouve  sur  cet  axe,  le  coefficient  ti  est  infini.  On  peut  supposer 

que  V  4-  A  tende   vers   zéro   et  remplacer  dans  le  premier  membre  de  l'équation   (2)  le  rapport 

/,  —  a  .  ,,      .  , 
par  sa  limite,  qui  est  1  unité. 

Il  convient  encore  de  remarquer  que  la  cubique  considérée  n'est  pas  supposée  tangente  à  l'axe 

des  y.  Dans  le  cas  contraire,  supposons  que  [i  par  exemple  croisse  indéfiniment  en  valeur  absolue  ; 

à  la  limite,  l'équation  (2)  devient 

0(0.) 
(/,  -a)(/, -a)(/,  -a)=-I^^ 

et  si  en  outre  a  devient  nul  hU^a  =  — t" 

Ces  résultats  peuvent  d'ailleurs  se  vérifier  directement,  de  sorte  que  nous  regarderons  l'équation  (2) 
comme  établie  dans  tous  les  cas. 

Réciproquement,  si  la  relation  (2)  est  vérifiée,  les  points  A,,  A,,  A3  de  la  cubique  sont  en  ligne 
droite. 
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En  effet,  soient  t^ ,  t^  les  coefficients  angulaires  des  droites  OA^ ,  OA3  ;  la  droite  A2A3  coupe  la  cubique 
en  un  troisième  point  A  dont  le  paramètre  t  est  défini  par  l'équation 

{t  -  a)(<,  -  o){U  -  g)  ^  ç(a) 

^t-Uh-m.-^)     ?(P)* 

La  comparaison  des  équations  (2)  et  (2')  donne  i  —  t^\  par  suite  les  points  A  et  A,  coïncident, 
ce  qui  signifie  que  trois  points  Aj,  A^,  A3  dont  les  paramètres  ^i,  ^j,,  t-^  vérifient  l'équation  (^2)  sont  en 
ligne  droite. 

Corollaires.  \.  —  La  tangente  au  point  A^  {ty)  coupe  la  courbe  en  un  point  A^  dont  le  paramètre  /, 
est  défini  par  l'équation 

(^1  -  ^Y{K  -  «)  ^  ?W  /3x 

et  réciproquement,  si  les  paramètres  ?(,  t^  de  deux  points  Aj,  k^  sont  liés  par  la  relation  (3)  la  droite 
AiAj  est  tangente  à  la  cubique  donnée  au  point  Aj. 

En  effet,  si  la  droite  AjAj  est  tangente  en  Aj,  on  peut  dire  que  deux  points  d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  cubique  sont  confondus  en  Aj-,  en  supposant  par  exemple  que  t^  devienne  égal  à  /j,  ou 
obtient  la  relation  (3)  en  faisant  t.^  =  ti  dans  l'équation  (2);  réciproquement,  si  cette  relation  est 
vérifiée,  la  droite  AjA^  coupe  la  cubique  en  un  troisième  point  t.^;  et  en  comparant  les  relations  (2)  et 
(3),  vérifiées  toutes  les  deux  par  hypothèse,  on  en  conclut  que  ^3  =  fj,  c'est-à-dire  que  la  droite  AjA, 
est  tangente  en  Aj. 

H.  —  Un  raisonnement  analogue  montre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point 
Aj  (^1)  soit  un  point  d'inflexion,  c'est-à-dire  pour  que  la  tangente  en  A^  coupe  la  cubique  en  trois  points 
confondus  avec  Aj ,  est 

{ti-^r     ?(P)*  ^ 

Cette  dernière  équation  permet  de  trouver  combien  une  cubique  à  point  crunodal  a  de  points 
d'inflexion  réels.  Par  hypothèse  a  et  ^  ainsi  que  tous  les  coefficients  de  l'équation  de  la  cubique  sont 
réels;  l'équation  (i)  a  donc  une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Une  cubique  de 
l'espèce  considérée  a  donc  un  point  d'inflexion  réel  et  deux  points  d'inflexion  imaginaires  conjugués. 

En  désignant  par  co  et  oi^  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  et  par  t,  /',  t"  les  paramètres 
des  trois  points  d'inflexion  trouvés,  on  a 

l  -  ce       //?(a) 


/"  -  fi 
d  ou  1  on  déduit  ^^ 

{t  -  m'  -  mt"  -  p) 

donc  les  trois  points  d'inflexion  sont  sur  une  droite  réelle. 

Quand  les  tangentes  au  point  double  sont  imaginaires,  ou,  co  qui  revient  au  nn>im\  quand 
la  cubique  a  un  point  doiihlo  isolé,  a  et  [B  sont  imaginaires  conjugués;  ou  peut  ovilor  l'o  niploi  de 
coeflicionts  imaginaires  de  la  manière  suivante  (*)  : 

(*)  Voir  Lcj-ons  de  groin  ■Iric  anal  i/tiquc,  par  MM.  C.  HriololJ.-C.  Bouquet,  odiliou  rovuc  par  M.  Appoll.  p.  -^7^. 
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Posons  oi       a  -h  In,  ^       a  —  bi 

et,  en  remarquant  (luo     9(1)   et  ({.(fi)     étant  imaginaires  conjugues  ont  inôme  nioclulo  : 

9(2)  =  r(cos  X  ■+■  i  sin  X),  9(p)  =  r(cos  X  •     i  siu  X), 

9  (a) 
de  sorte  que  ^— -  —  cos  2X  +  i  siu  2X. 


On  aura  ainsi  : 


/  -  a  b 


+  t 


r - B       a- t 


1  .  a  —  t 

de  sorte  qu  en  posant    — ; —  --  cotii  0     on  obtient 

t  —  a 

=  cos  20  +  i  sin  20. 

La  relation  entre  les  ijaramèlres  de  trois  points  eu  ligne  droite  sur  la  cubique  devient  ainsi 

cos  2(0,  4-  0.  4-  O3)  +  i  sin  2(0,  +  0,  +  Oj  —  cos  2X  +  i  sin  ±1, 

6,  étant  la  valeur  de  0  qui  correspond  h  t  ~  ti,  etc.  Cette  dernière  relation  équivaut  à 

0,  +  0,  4-  0,  =  X  +  At:,  (3) 

/.-  étant  un  entier  arbitraire. 

Les  points  d'inflexion  de  la  cubique  sont  définis  par  l'équation 

30  —  X  +  /,•::, 

ce  qui  donne  trois  déterminations  distinctes 

X  X  TT  X  2tt 

^'^â'  '—3-^3'  ^^'  =  3-^3- 

Ces  trois  déterminations  vérifient  la  condition 

0,  +  Oj  -f-  O3  =  X  -t-  ~. 

Donc,  en  remarquant  qu'à  une  valeur  réelle  de  t  correspond  une  valeur  réelle  de  0,  et  réciproque- 
ment, on  peut  énoncer  cette  proposition  :  Toute  cubique  à  point  double  isolé  possède  trois  points 
d'inflexion  réels  situés  en  ligne  droite. 

Considérons  en  second  lieu  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement.   L'équation  de  cette 

courbe  est  de  la  forme 

A//'  +  Bxi/^  +  Cx\i/  +  D.r5  -1-  2z{i/  —  aa;)'^  =  0. 

L'équation  déterminant  les  paramètres  des  droites  joignant  le  point  de  rebroussement  aux  points 
d'intersection  de  la  cubique  avec  une  droite  représentée  par  l'équation  ux  +  vy  —  :■  ^  0,  est,  en 
conservant  les  mêmes  notations  que  plus  liant, 

9(/)  +  (/  -  a)^(M  +  vt)  =  0 

ou  en  posant  i  r=  a  4-  0, 

9(7)    +    (}-j'{7.)    +     .  .   ,     =0, 

\  1  \  c?'(a) 


tro'i 


0,        0,         0,  9(a) 


I  l  1  q>'(a) 

c'c8t-à-dirc  1 h  =  -^-^  •  (^) 

7.  —  /,        a  —  /,        7.   -  ^3        9(2) 
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Telle  est  la  relation  outre  les  paramètres  t^,  t^,  t^  de  trois  points  en  ligne  droite  situés  sur  la 
cubique. 

On  voit  comme  dans  le  cas  du  point  double  à  tangentes  distinctes,  que  la  condition  (6)  est  néces- 
saire et  suffisante. 

On  déduit  d'ailleurs  très  facilement  cette  relation  de  la  relation  (-2)  en  posant  fi  =  a  4-  /i  et  faisant 
tendre  h  vers  zéro. 

Corollaires.  I.  —  En  supposant   tj  —  ^1  on  obtient 

2  1       _  9^ 

a   -  /,   "^  7.  -  t^"    'i(a)  *  ^'^ 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  AjAj  sjit  tangente  eu  A,  à  la  cubique, 
ti  étant  le  paramètre  du  point  Ai,     t^  celui  du  point  A^. 

II.  —  Le  point  A,  pris  sur  la  cubique  sera  un  point  d'inflexion  si  son  paramètre  /,  vérifie  l'équa- 
tion obtenue  en  faisant  /.^  =  t^  dans  l'équation  (7)  ;  ce  qui  donne 

3       _  y^g) 
a  -  fi  "   cp(a)  *  (^^ 

D'après  cela,  loule  cubique  à  point  de  rebromsement  possède  un  seul  point  d'inflexion,  qui  est  réel. 

Si  l'on  désigne  par  0  le  paramètre  du  point  d'inilexion  on  voit,  en  comparant  les  équations  (6) 
et  (8),  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois  points  pris  sur  la  cubique  soient  en  li"-ne 
droite,  est  que  leurs  paramètres  ti,  t^,  (3  vérifient  la  relation 

1118 

— H 1 =  .  (7)' 

tl    —    0(.  t^    —    OL  tj    —    X  0     —    (X  ^     ' 

De  même  la  condition  pour  que  AjÀ.^  soit  tangente  en  A,  peut  s'écrire 

2  1  3 


+ 


(«)' 


/,  —  a         t.^  —  <x        0  —  0, 
On  trouvera  sans  difficulté,  en  suivant  la  même  marche,  la  condition  pour  que  six  points  d'une 
cubique  à  point  double  soient  sur  une  conique  ;  cette  condition,  nécessaire  et  siiffisante.  est 


{t,  -  ^j.){t,  -  a)(/.,  -  a)(^  -  a)it,  -  a.){t,  -  a) 


?(^)' 


(^  -  m^  -  mz  -  m^  -  m^  -  mu  -  p)    U{p)\ 

et  quand  le  point  double  est  un  point  de  rebroussement  : 

111111  2»'(a) 

a  —  ^,         a  —  (^         a  —  /,         X  —  t^        «  —  ^5         x  —  /«  ?.a) 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  résultats  à  la  résolution  d'un  problème  proposé  au  Concours 
général,  eu  1880.  Voici  l'énoncé  du  problème. 

Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ai/ant  un  point  de  rebroussement  0,  on  considère  une  suite  de 
points  A_n>  A.,„_|,  ...  A_2,  A_i,  A^,  A,  ...  A„  tc/s  que  la  tangente  ea  cliaeun  de  ces  points  rencontre  la 
courbe  au  point  suirant  : 

/"  Etant  données  la  coordonnées  du  point  A^,  on  propose  de  Irourer  les  coordonnées  des  points  A_„,  A„, 
et  de  déterminer  les  limit^'s  rers  lesquelles  tendent  ces  points  quand  l'indice  n  augmente  indéfiniment. 

i"  On  demande  le  lieu  décrit  par  ce  premier  point  limite  lorsque  la  courbe  du  troisième  degré  se  dé/orme 
en  conservant  le  même  point  de  rebroussement  0,  la  ménw  tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment 
par  trois  points  fixes  P,  Q,  H. 

'i"  On  étudiera  comment  varient  les  points  d'intersection  de  ce  lieu  et  les  côtés  du  triangle  PQH.  quand 
les  sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  passant  par  le  point  O. 


2         1 

= 

3 

0 

1 

1 

0 

— 

\' 

"2Xp 

= 

— 

■>..... 

2Xo 

= 

— 

^1. 

2Xi 

— 

- 

K> 

2A„_, 

zr: 

— 

K, 

Xn 

= 

(- 

-  1)".2" 

.), 
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!•>  La  cubique  ayaut,  par  llypoth^se,  un  point  d'inllexion  0  et  la  tangente  en  ce  point  étant 
donnée,  nous  pouvons  la  prendre  pour  axe  des  .r,  l'axe  des  y  étant  une  droite  quelconque  passant 
par  le  point  de  rebroussement.  Soient  Ap,  A^+i  deux  points  consécutifs  de  la  suite  considérée,  et  /,„ 
Ip^i,  leurs  paramètres,  0  étant  le  paramètre  du  i)oint  d'inflexion.  Ou  a,  en  faisant  a  ^^  0  dans  la 
formule  (8)'  : 


ou,  en  posant 

Ou  a  donc,  successivement 

d'oîi  l'on  tire 

1        1 

On  en  conclut  que  X^  est  infini;  mais  X^  =  — >  donc  l^  =;  0  et  par  suite  le  point  A^  n'est  pas 

autre  chose  que  le  point  de  rebroussement  donné  0. 

D'autre  part  :  2X_i  ——  Xy, 

2X_2  =-  X_,, 
2A_„   =  —  A(„_i) , 

d'où  X_„  =  (-  1)».  -Xo, 

et  par  suite  X_x  —  0,  ce  qui  prouve  que  /_»  =  ô.  En  d'autres  termes,  la  limite  du  point  A_„  est  le  point 
d'inllexion, 

2°  Pour  résoudre  simplement  les  deux  dernières  parties,  nous  prendrons  pour  triangle  de  référence 
le  triangle  ayant  pour  sommet  le  point  0,  le  côté  opposé  étant  la  droite  QR,  la  tangente  au  point  de 
rebroussement  étant  un  second  côté  et  le  troisième  côté  passant  par  le  point  P. 

Soient  y  —  ^  l'équation  de  la  tangente,  x  —  ^  celle  du  côté  OP  et  ;:  =:^  0  celle  du  côté  QR; 
représentons  par  y  +  qx  —  0  et  y  +  rx  —  0  les  équations  des  droites  OQ  et  OR.  L'équation  de  la 
cubique  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

zy^  +p{y  +  qx){y  +  rx)(y  +  sx)  =  0,  (9) 

p  et  s  désignant  deux  paramètres.  Coupons  la  cubique  par  le  côté  OP;  en  faisant  x  —  0,  on  obtient 
y*  r=  0  et  z  +  py  :-  0.  Cette  dernière  équation  représente  une  droite  joignant  le  point  P  au  point  Je 
rencontre  du  côté  QR  et  de  la  tangente  de  rebroussement,  par  suite  le  paramètre  ;;  est  donné.  Le  seul 
paramètre  variable  est  donc  s. 

Cela  étant,  en  posant  o{t)  =  p{t  +  c/){t  -h  r){t  ■+■  s), 

on  peut,  comme  plus  haut,  déterminer  un  point  de  la  cubique  par  son  paramètre  t,  y  =  tx  étant 
l'équation  de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  de  rebroussement.  D'après  cela  le  paramètre  du 
point  d'inflexion  est  défini  j)ar  l'équation  (8),  qui  devient  ici 

3       ^'(0)       111 

—  '         =-  — h  — I —  • 

t         9(0)       q       r       s 

Les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  donc  les  équations  (D)  et  (10) 

Sx-h  f*  +  '*  +  î)  V  -0.  (10) 

\q        r       s/  ■ 
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On  obtiendra  le  lieu  du  point  d'inflexion  en  éliminant  s  entre  ces  deux  équations.  On  trouve  ainsi  : 

y  =  0    et    pzy[Sqrx  +  (q  -h  7-)y]  +  (y  +  qx)(!/  +  rx)['2qrx  +  {q  ^-  r)^]  =:  0.  (1 1) 

Le  lieu  est  donc  une  cubique,  car  la  solution  y  —  0  est  évidemment  une  solution  étrangère,  dont 
la  présence  est  d'ailleurs  facile  à  expliquer. 

La  cubique  trouvée  a  un  point  double  qui  n'est  autre  que  le  point  0.  L'une  des  tangentes  au 

point  0  a  pour  équation  y  =  0  ;    c'est  la  tangente  au  point  de  rebroussement  de  la  cubique  variable 

représentée  par  l'équation  (9);  la  seconde  tangente  au  point  0  a  pour  équation  3qrx  -i-  (q  +  r)y  —  0. 

3°  La  cubique  représentée  par  l'équation  (11)  est  coupée  par  la  droite   QR  aux  points  Q.  R     et  eu 

outre,  au  point  de  rencontre  de  QR  avec  la  droite  déPiaie  par  l'équation 

î.qrx  +  (?  +  r)y  =  0. 

Or  cette  droite  est  la  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  au  point  de  rebroussement  de  la 
cubique  (9)  par  rapport  au  système  des  deux  droites  OQ,  OR;  le  lieu  du  point  d'inflexion  delà 
cubique  (11)  coupe  donc  les  côtés  du  triangle  PQR  en  des  points  qai  décrivent  des  droites  fixes 
passant  par  le  point  0,  quand  les  sommets  du  triangle  PQR  décrivent  eux-mêmes  des  droites 
passant  par  le  point  0. 

Ce  dernier  résultat  est  évident:  il  suffit  de  se  rappeler  que  quand  une  cubique  a  un  point  de 
rebroussement,  la  jiolaire  harmonique  de  son  point  d'inflexion  est  la  tangente  de  rebroussement. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
Mathéînatiques. 

173  —  Un  cercle  G  est  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équalion 

a;2  4.  y2  _  2a;  —  1  =z  0.  (C) 

l»  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  coui(iues  A  qui  sont  doublement  tangentes  au  cercle  G 
de  telle  façon  que  la  corde  qui  joint  les  deux  points  do  contact  passe  par  l'origine   des  coordonuées,  et  qui 
sont  en  outre  tangentes  à  la  droite  D  ayant  pour  éciuation 

,/  _  .r  \/ii  +  v/3. 

2o  Par  un  point  quelconque  M  du  plan,  de  coordonuées  a,  ,3,  il  passe  en  général  doux  couiquos  de  cette 
espèce   A',  A";  où  le  point  M  doit-il  se  trouver  pour  que  ces  coniques  soient  réelles'.' 

3°  Les  doux  coniques  A',  A"  qui  passent  au  point  M  ont  trois  autres  points  communs  M, ,  M^,  M.i,  dont 
on  demande  de  calculer  les  coordonnées  en  fonction  des  coordonuées  a,  p  du  point  M. 

■i"  Former  l'équation  de  rhvperbole  éciuilalcre  II  ([ui  passe  par  les  quatre  points  M,,  Mj,  M3,  M,  cl 
montrer  que  cotte  hyperbole  passe  par  quatre  points  lixos  ([uand  le  point   M  se  déplace. 

t)"  Trouver  le  lieu  des  points  (l'iiilersectiou  doï  doux  coni(|Uos  A',  A"  et  l'envoloppo  do  leurs  sécantes, 
communes,  lorscjne  les  cordes  do  contact  do  ces  deux  coni([uos  avec  le  cercle  G  sont  perpendiculaires.  — 
Quelle  est,  dans  ce  môme  cas,  l'espèce  des  coniques  A',  A"? 

N.  IL  —  On  prendra  pour  paramètre  variable  le  cocllicicnt  angulaire  m  de  la  corde  de  coulacl  do  lacouiquo  A  avec 
le  cercle  C. 

(tS  juit\,  dune  6  h.) 


3-48  OU  ESTIONS  PROPOSEES 


Physi(]uc. 

174.  —  Dans  quelles  condUions  cineri^'e  iluu  prisme  polyj^oual  convexe  un  faisceau  étroit  qui  a  éprouve 
une  série  de  réiloxions  intérieures,  dans  une  même  section  droite? 

Examiner,  en  particulier,  le  cas  où  la  section  du  prisme  est  un  trianj^le  é([uilatéral. 

175.  —  Quelle  est,  en  colonne  d'eau,  la  pression  à  l'intérieur  d'une  bulle  de   savon  de  i-  centimètres  de 

diamètre,  la  coustanto  capillaire  (ou  Icnsiou  supcriiciolle)  du  liquide  (jui  constitue  la  bulle  étant  7j  ou   unités 

(.'.eulinièlrc-Grammc-Seconile? 

(fi  juin,  durée  G  h.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


176.  —  On  donne  trois  coDiques  ayant  un  foyer  F  commun. 

P  Démontrer  que  l'enveloppe  des  droites  telles  que  leurs  pôles  })ar  rapport  à  ces  Irois  coniques 
soient  en  lli^ne  droite  est  une  conique  ayant  un  de  ses  foyers  en  F. 

2°  On  considère  les  surTufcs  de  révolutions  engendrées  par  la  révclulion  autour  de  leur  axe 

focal  de  trois  coniques  ayant  un  foyer  commun  (mais  non  situées  dans  un  même  plan).  Démontrer 

(|ue  l'enveloppe  des  plans  tels  que  leuis  pôles  par  rapport  aux.  trois  surfaces  soient  dans  un  môme  plan 

est  un  cône  du  second  degré.  ^^  ^         _^,  ^^^ 

8"  Condition  pour  que  ce  cône  devienne  un  cylindre. 

(G.  CuNY,  école  Saint-Sigisbcrt,  à  Nancy.) 

*177.  —  Un  cercle  quelconque  passant  par  le  sommet  d'une  parabole,  coupe  cette  parabole  en  trois 

autres  points  A,  B   U.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  à  la  parabole  en  ces  points, 

quand  le  rayon  du  cercle  reste  constant. 

(E.  N.  Barisien.) 

=•^178.   —  On  joint  le  sommet   0   d'une  parabole   P   à  un  point  quelconque  M  de  celte  parabole. 

Lorsque  M  se  déplace  sur  P,   la  droite  menée  par  le  point  M  et  perpendiculaire  à  OM  est  normale  à 

une  parabole  P.. 

(E.  N.  Barisien.) 

"179.  —  Etant  donnée  une  parabole  P  de  sommet  0,  et  M  un  point  quelconque  sur  la  parabole,  le 

cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre  coupe  cette  parabole  en  deux  autres  points  P,  Q.  Démontrer  que 

si  le  point  M  se   déplace  sur  la  parabole  donnée:    1°  la  droite   PQ   passe  par  un  point  fixe;  2°  la 

perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  PO,  reste  normale  à  une  parabole  déterminée. 

(E.  N.  Baiusien.) 


Le  licddcteur-Gérant  :     H.  VUlHliHT 
iitir  —  im.  Liijii.\.  —  i.Mi.'..s-6-wi(. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Questions   d'examen, 

x- 

180.  —  Eludier  la  variation  de  la  fonction  y  —  e^-— ' 

Ou  voit  tout  d'abord  que  la  fouction  ne  chaui^e  pas  quaud  on  change  x  eu.  —  x;  \\  sullira  doue  de 

faire  varier  a;  de  0  à   +  oo .  Calculons  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x.  On  obtient,  en  appliquant  le 

théorème  des  fonctions  de  fonctions, 

-2a; 

ce  qui  montre  que  la  fonction  !/ est  décroissante  dans  tous  les  intervalles  oîi  elle  est  continue;  ces 
intervalles  sont  de  0  à  1  et  de  1  à  +  oo .  Pour  x  =^  0,  y  =  i;  pour  jc  —  +  oo  ,  y  =  c.  Il  reste  à 
examiner  ce  qui  se  passe  quand  x  tend  vers  1;  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas  suivant  que 
X  passe  par  des  valeurs  inférieures  ou  par  des  valeurs  supérieures  à  1.  On  peut  écrire 

X-     _     1         x^ 

X^—l         X  —  \    X  +  { 

x"^ 
Si  X  —  i    tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  la  fraction  — est  infinie  et  positive;  donc 

quand  x  croit  de  i  a  +  oc  ,   y  décroit  de   +  x-  à  e  ;   si  au  contraire    a;  —  1    tend    vers    zéro    par 

valeurs  négatives,     -^ est  infinie  et  négative  et  y  tend  vers  zéro  ;  par  suite  quand   x  varie  de 

0  à  +  I,  y  décroit  de  1  à  0.  Calculons  la  valeur  de  y'  pour  a;  :=  0  et  quand  x  tend  vers  1.  Pour  .r  —  0, 
on  a  immédiatement  y'  =  0.  Pour  voir  ce  qui  se  passe  quand  x  tend  vers  1,  nous  écrirons  : 

y 


Or. 

donc 


(x*  -  1)» 
a»  -  1  ~  sU  -  1       a;  +  1/  * 


i 


-  2r      , -i— 


{x-  iy' 


Nous  avons  mis  ainsi  en  évithuicc  deux  facteurs.  Le  preir.icr  a  pour  limite     —,,('•:   pour  tr^uivor 


la  limite  du  second  posons --  —  :•,   de  sorte 

"ùix  —  l) 


\z' 


qu'il  reste  à  trouver  la  limite  de    '       (juand  :?  croit  in- 

l" 

déliuinienl.   Si  l'on  suppose   .r  —  1  <  0,    ;  est  positif, 

—  croit   iniicfuiimout  et  par  suite  lim.  ;/'  _  0.   Si  l'on 

-^     suppose  au  coulrairc   .i'  —  1  ">  0,   ;;  est  négatif,  et  par 

suite  '-     croit    iLdéfiuimeut;  alorï> //' est  infinie. 
c 


S.'ÎO 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Il  résulte  iK*  ce  i[n\  prcoècK»    (jik'    la  couibo   ii'j)résoiitéc  par   l'équation     y  —-  e*'  — <    a  la  forme 
ci-ilessus. 

Un  a  prisOA  ^  OB  ^    1. 

Kkmakui  i^-  —  La  courbe  ayant  pour  éiiuation       y  =  e*^— «Hi-r)      possède  deux  points  d'arrêt  d'ab- 
scisse (I,  en  supposant  <i  réel,  et    fia)  -^  0,     cf.(a)  -^  0. 

Pour  lixcr  les  idées,  supposons     -— -  >  0.     En  faisant  croître   x   de   a  —  h   à    a  +  h,    la  frac- 

9  «) 


/W 


passe  de    —  x    à    +  ^c      et  par  suite  i[uand  x  tend  vers  a  par  valeurs  inférieures 


[x  -  a)-^(x) 
ix  a,    y  tend  vers  zéro;  si  x  tend  vers  a  par  valeurs  supérieures  à  a,     t/  est  inlini  posilif. 

fW       ^f,(x}  f\W  fia) 

On  a 


pour  abréger,  posons 


9  (a;) 


M,       de  sorte  que 


f(fi) 


on  trouve^  eu  calculant  la  dérivée, 


//  =^  y 


Il  s'agit  de  trouver  la  limite  de  y'  quand  x  tend  vers  a  par  valeurs  inférieures  à  a.  Dans  ces 
conditions  y  tend  vers  zéro;  u  tend  vers  une  valeur  finie,  puisque  ^(a)  est  dillérent  de  zéro;  donc 
il  reste  à  calculer  la  limite  de 

fia)         Il 


cp(a)   {x  —  ay 

fia) 


c'est-à-dire  celle  de 


fia)  e^x-a)-,ia) 


f{a)        {x  -  ay 
Le  facteur     —  -^  c"     a  une  limite  finie;  pour  avoir  la  limite  du  second  facteur,  posons 


{X  —  a)-j^(a) 
—  ,     dont  i< 
valeurs  positives.  Donc  la  tangente  au  poiut  x  -^  a,    à  la  branche  finie  est  l'axe  des   x. 


ce  second  facteur  devient  ainsi     f  %— )  •-  ,     dont  la  limite  est  zéro,  quand  z  croit  indéfiniment  par 


181.  —  Calculer  la  valeur  de  la  série 

i  1 

ù  0,0001  près. 


+  ...   + 


1 


(l.2...n)* 


■+■ 


Calculons  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  à  un  terni}  quelconque     -j— ;;^ ^ 

1  1 


On  a 


B„  = 


(l.!2  . . .  ny  lin  +  1/       {il  +  \y{n  +  2)' 
La  série  entre  crochets  est  moindre  que  la  série  géométrique 

1  1  i 


{H  +  ly       {n  ■¥  ly       (n-+-lj' 


+  . . 


I 


ÉCOLE   POLYTECHNIQUE 


3ol 


dont  la  limite  est  égale  à 


Cela  pose 


R,.  = 


'àn'^  -h  3/i' 
1 


par  suite 


(1.2  . 


11  y       n' 


1, 


'6n' 


Un 


0  <  0  <  f 


,J:35I  =  0,0046-2... 

Pour  calculer  le  terme  suivant  on  doit  diviser  le  troisième  terme  par  04,  ce  qui  donne  moins  que 
0,00007;  or  d'après  ce  qui  précède,  l'erreur  commise  en  s'arrètant  au  quatrième  terme  est  moindre  que 
ce  terme;  donc,  il  faudrait  ajouter,  à  la  somme  dos  trois  premiers  termes,  une  somme  moiudie  que 
0,00007  X  2    ou     0,0001  i.     La  somme  des  trois  premiers  termes  est  égale  à 

1,12902  ..., 

c'est-à-dire  supérieure  à  1,1290. 

Mais  la   somme  est  moindre   que     1,12962  -+-  0,00014    ou     l,12i)70,     elle  est  donc  comprise  entre 
1,1290     et     1,1298.  Par  suite,  elle  csl  égale  à     1,1297     à  0,0001  près. 


182.  —  Étant  donnée  une  ellipse,,  on  mène  deux  diamélres  conjuguls  variables  OA,  OB,  et  l'on 
demande  le  lieu  des  points  de  concours  des  normales  en  A  et  en  B. 

Si  l'on  rapporte  l'ellipse  à  ses  axes  de  symélrie,  on  peut  représenter  les  coordonnées  de  A  par 
a  cos  -f  ot  b  sin  <p;  celles  du  point  B,  extrémité  du  diamôtre  conjugué  à  OA,  seront  —  a  sin  o,  b  ces  =.. 
Les  équations  des  deux  normales  en   A  et  B   sont  donc 

ax  bji     _     .^ 

cos  9        sin  cp 


siu  ■;> 


On  en  déduit 

a*x»  +  bhf 


cos  9 


cos  ■:^  = 


sin  9  — 


-  (V/»x«-f-  b-i/-) 


^       c'{ax  -  by) 
ré([uation  du  lieu  est  donc  délinie  par  l'équation 

(V/'j--    f-  b-if-r   ''  1 


C'(rtX'  H-  ht/) 


-h 


H  b!/)'i 


[nx  —  bij)'^       (ax  -f- 

ou  2(a*x-  +  b'-ïf)^  -  r\(i\r-  -  b\i/^y  -  0. 

Celle  c([ualion  représente  une  courbe  du  0'  degré,  symclriijuo 
par  rappoil  aux  axes,  ayant  un  point  ([uadruple  à  l'origine,  les 
tangentes  étant  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse 
proposée,    après    ([u'on    l'a    lait   touiiior    de   '.•>)"   autour  de  sou 

centre.  Toute  droite  i);'ssaiit  par  le  ceutrc  de  l'ellipse  coupe  la  courbe  en  deux   points  réels  autres 

que  le  point  quadruple;  cette  courbe  a  la  forme  ci-contre. 


Xii> 


I^ICOLE  POLYTECHNIQUE 


183.  —  Trouver  le  lieu  du  milieu  du  scijmcnl  compris  enlre  le  poiiU  d'incidence  d'une  normale  à  une 
hijiK'rbole  équilalère  et  l'une  des  asi/m/doles. 


HappoitoL's  la  courbe  ù  ses  deux  asyniploLes  et  soit 

xy  —  (i* 
son  équation.  La  noniial  j  au  point   ./■.  //   a  pour  équation 

X  -  X  _  Y  -  )/  _ 
//  •^"      ' 

elle  coupe  l'axe  des  y  par  exemple,  au  point  ayant  pour  ordouuée 

^i  ^-  y  -  -  • 


(1) 

(2j 


Si  l'on  ajipelle   X,  Y   les  coordonnées  d'un  point  N  du  lieu,  on  a 


^-y-î 


(3) 


et  l'équatiou  du  lieu  s'obtiendra  eu  éliminant   x  ot  y    entre 

X 

les  équations   (1),  (3)   et  l'équation    X=-.     Cotte  dernière 

donne    x  =  '2X;     en  portant  celte  valeur  dans  l'équation  (1) 

nous  obtenons     U  "=  ^^  •     L'équation  du    lieu   est    donc    la 
suivante  : 


Y    :-     - 

2X 


4X» 
a- 


On  voit  iminéiliatement  que  l'origine  est  un  centre  de  la 
courbe.  On  construira  d'abord  la  courbe  représentée  par 
l'équation 


Y    :=    - 


4X^' 


et  l'on  ajoutera     --  -      à  chaque  orilonnée,  ce  qui  montre  que  la  courbe  auxiliaire  est  une  courbe 

asyniptotique.  Il  sullit  de  faire  varier  X  de  0  à  +  X)  ;  on  aura  le  restant  de  la  courbe  en  tenant  compte 
de  ce  que  l'origine  est  centra. 

La  courbe  à  la  forme  indiquée  ci-dessus. 


184.  —  Trouver  le  lieu  du  second  foyer  d'un';  conique  qui  pa'ise  par  deux  points  Mj,  Mo  et  qui  a  un 
foyer  donné  0. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  foyer  donné  0,  l'axe  des  x  étant  parallèle  à  la 
droite  iI,M,.  Soient  ^i,  J/i  et  x^,  y,  les  coordonnées  de  M,  et  M,^  ;  l'éciualion  d'une  conique  ayant 
pour  foyer  l'origine  des  coordonnées  étant 

X-  4-  //-  —  {Ix  +  my  -+-  pY, 

ca  exprimant  que  cette  couicjue  passe  par  les  points   M,,  M.^    on  oblient  les  conditions 

/r,  -+-  my^  ■+  p  =^  lyd^,  l.v.,  4-  uiy^  +  p  ^  t.,d^, 

d^  et  (i^   désignant  les  longueurs   OM,,  OM^  et  e,  et  £.,  désignant  ±.  1  :   mais  comme   /,  m,  p  n'entrent 
que  par  leurs  carrés;  on  peut  remplacer  le  système  précédent  par  celui-ci  : 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


8o3 


^^2  +  '"î/i  -^  T'  =  f'a) 


(1) 

X     y 


IXi  +  mfji  -Jr  p  —  d^, 
et  nous  changerons  ensuite  d^   en    —  d.^. 

Cela  étant,  si  les  coordonnées  du  second  foyer  sont  ./•  et  y,   celles  du  centre  seront  -^'   —  ;     le 

lieu   du  second  foyer  est  homothétiquo  de  celui  du  centre.  On  a  donc,  en  remplaçant  x  et  y  par 

X  v 

—  et  "4   dans  les  équations  du  cent;e  : 

X  —  l{l.r  +  my  +  2y>),  y  =  m{lx  -f-  my  +  'Hp). 

Nous  avons  à  éliminer   /,  u,  p   entre  les  équations  (I)  et  [%). 
Les  équations  (\)  donnent  immédiatement 

Or  on  déduit  des  équations  (2) 


(2) 


d,  —  d„ 


«1 

mx  - 


'y 


(cette   équation   aurait  pu  être  écrite  immédiatement,  car  elle  exprime  que  les  foyers  sont  sur  une 

perpendiculaire  à  la  directrice); 

de  sorte  que  -«  _  ^     > 


m  ~ 

X\X^        X^) 

et  par  suite,  en  substituant  ces  expressions  de  /  et  m  dans  (!"', 

_  x{x4^  -  Mt)  +  yyijd^  -  c?,)  _ 

L'équation  du  lieu  s'obtiendra  eu  portant  /,  m,  p   dans  l'une  dos  équations  (-21.  ce  qui  doone 


x^{Xi  -  x^Y  =  (r/,  -  f/,)^ 


œ^  +  ?/*  -  2a;  ^-^ ~-^  -  2////, 


(3) 


^1  -  d. 
On  oljlii'ut  ainsi  une  première  conique  bitangenle  au  cercle  défini  par  l'équation 

X'  +  r-  -  2.r  '^^2  I  f""'  -  2//yi  =  0, 

la  corde  des  contacts  étant  l'axe  des    y.     Ce  cercle  qui  passe  par  l'origine  a  pour  contre  le  point  de 
rencontre  de   ]\Î,^I.^   avec  l'une  des  bissectrices  de  l'angle   MiOM^. 
En  cbongcunt   d.^   en    —d.,,    on  obtiendra  de  môme  l'équation 


^{x,  -  x,y  =  (d,  +  ./,)n.r^  +  r  -  2.r  '^~~j^  -  2^//.]  -  0. 


(4) 


qui  représente  une  seconde  conique  bitangeute  à  un  cercle  passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  est 
le  point  tic  rencontre  de  M^M.  avec  l'autre  bissectrice  do  l'angle  M,OMj;  il  en  résulte  que  ces  deux 
coniques  se  coupent,  au  moins  en  doux  points,  à  angle  tlroit.  Pour  les  étudier  d'une  manière  plus 
précise,  transportons  l'origine  des  coordonnées  au  milieu  de  M,Mj  sans  changer  la  direction  dos  axes. 
Faisons  le  calcul  sur  l'étiuatiou  (i).  Remarquons  d'abord  que  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  : 

X'[{d^  +  d.^^  -  (.;•,  -  x,y]  -  2.r(^/,  +  d.MdyV,  +  r/,.r,)  4-  (*/,  4-  d.y{'i  -  (/,)'  ^  (//,  -+-  d,)\i,l 

Le  coeHicient  de  .>•-   est  égal  à     </'[  —  .r\  ■+■  d'>  —  .ri  +  2f/,'/,.  -f-  2.r,.r.. ,     c'e>t-à-diro  égal  h 

20/î  +  rV/, -i-.vvrj; 
on  a  ensuite  {d^  4-  d.,)'df.v.,  +  tl.,.i\)  =  f/j.r,  -i-  d'ii\  4-  '/i'/.,'.r,  -)-  .r.,) 

=  »/i(.r,  4-  .r.j)  4-  ./-(.r,,!./-,    (-  .>\)  4-  (/,»/^(.r,  4-  x,) 

—  (.r,  4-  x^){tii  +  d^iL^  -4-  a-,.»',), 
de  sorte  ([ue  l'on  p(Mit  ôriiro 
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-ly]  +  il,<l,  4-  .tvT,)[./-'  -  .v{x,  +  X,)]  +  {,1,  +  (l,}Hu  -  »/,)î  ^  (^/,  +  <l,)'yi  ; 
l'iMliKilion  rapi)or(ôo  aux  uouvraux  axes  est  donc 

Or     (^.r, -H  a;j)(u-,  —  .rj  =a;if  — a-ji  .-•  f/?  — r/i,     donc  on   peut  mettre     {'li  +  'f.j)'^     en  facteur  dans  le 
second  membre,  ce  (lui  ilonno 


((/, +  (/,,i^ 


!/'i 


.i\  +  .r. 


7,  -  r/,V^ 


=  (</,  +  ^/,y^ 


,  ,'/ï  +  •'■,•'•,   4-   ^/.r/j 


2 


L'équation  cherchée  est  donc  fiualemeul 

4X» 


2Y2 


r=l 


ou 


L'expression     ((/,  +  (/./)'-  —  (x,  —  iCo)*     est  évidemment  positive;  la  courbe  est  une  ellipse  dont 
les  demi-axes  sont  définis  par  les  équations 


.,  __  (dj  -H  rf.V 


(<h  +  'hY  -  (oc,  -  x,Y 


et  par  suite 


4 

a^  -  b 


'  ^  (^'Z  ^ 


M,  M, 


ce  qui  prouve  que    Mj  et   M,   sont  les  foyers. 
La  seconde  conique  a  pour  équation 

X^ 
fd.  -  d., 


Y2 


(^1    t^T-C^') 


1; 


2     y      \     2 

c'est  une  hyperbole  ayant  aussi  pour  foytrs   M,    et  M.^  ;   elle  coupe  donc  la  première  courbe  à  angle 
droit. 

Solution  gkométriquï;.  —  Les  résultats  précédents  s'obtiennent  très  simplement  par  la  géométrie. 
En  ellet,  soit   F  le  foyer  d'une  ellipse  passant  par  M,   et   M,^  ;    0   étant  un  premier  foyer,  on  a 

M,0  +  M,F  :=  M,0  +  M^F; 
donc  M, F  -  M,F  =  M,0  -  MjO  ; 

le  point   F   est  donc  sur  une  hyperbole  ayant   M,    et  M^   pour  foyers  et  passant  par  le  point   0. 

Supposons  maintenant  que  F   soit  foyer  d'une  hyperbole  passant  par  M,  et  M.^    et  ayant  un 
foyer  en   ();    si    M,    et  'SL^   sont  sur  une  même  branche,  on  a 

M,0  -  M,F  =  M,,0  -  M,F; 
d'oîi  M,F  -  M,F  =  M,0  -  M,0  ; 

le  point   F   est  sur  l'hyperbole  déjà  trouvée. 

Si  les  points  M,   et    M.    sont  sur  deux  branches  différentes,  on  a 

MjF  -  M,0  =  M,0  -  ¥,F; 
et  par  suite  M, F  +  M, F     -  M,0  +  M^O  ; 

le  point  F  est  donc  alors  sur  l'ellipse  ayant  pour  foyers  M,   et  M.^  et  passant  par  le  point   0. 
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134.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  coniques  S,  S'  et  deux  points  P,  Q;  on  mène  de  ces  points  des 
tan(/eiites  aux  deux  coniques.  Soient  A  et  B  deux  des  points  d'intersection  des  tangentes  à  S  issues  de  P  et  Q 
(non  situés  sur  une  même  tangente)  et  soient  A'  et  B'  deux  points  analogues  relatifs  à  S'. 

4^  Il  existe  une  conique  i]  tangente  aux  dr'oites  AB',  B'B,  BA',  A'A  et  inscrite  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  tangentes  communes  aux  coniques  S,  S'. 

2°  Le  point  P  étant  fixe,  quel  lieu  doit  décrire  le  point  Q  pour  que  la  conique  S  reste  invariable? 

'i'  Examiner  le  cas  où  le  point  P  est  l'un  des  points  communs  à  S  et  S'. 

Soient  au"^  +  bc-  -+-  cw"^  ~  0, 

«'«^  +  b'v"^  +  c'œ^  —  0 

les  équatious  des  deux  couiqiies  S  et  S'  rapportées  à  leur  triangle  autopolairc  commun. 

Désignons  par  x„,  y,,,  z^,  et  x^,  i/i,  ^j  les  coordonnées  des  points  P  et  Q. 

Les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  à  S  issues  de  P  et  Q  ont  pour 
équation  tangentielle 

{ux,,  4-  y//„  +  u':-^)[UXi  +  vg^  -+-  ivz^)  +  l(au'^  +  br"^  +  civ-)  —  0,  (1) 

on  aura  l'équation  quadratique  du  système  de  deux  points  tels  que  A  et  B   en  remplaçant  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (1)  X  par  une  racine  non  nulle  de  l'équalion  obtenue  en  égalant  à  zéro 
le  discriminant  du  premier  membre  de  l'équation  (1). 
Cette  équation  est  la  suivante  : 


^0^^!+^^^'  ^^{^oVi+x^gJ 


-  (g^Xi  +  3-,//,)      y,,//, 


Ib 


(a*||ôj  -f-  XfZ„} 


2^^0-1  +  Z/i^..^ 


I 


1 


■+■  /(' 


.  0. 


^^(::;X^  +  z^x„)       -  (5oy,  +  z^y,) 

Développant  et  supprimant  la  racine  À  =  0  qui  tloiine  les  points  P  et  Q,  on  a 

xl       yl       4\/a:T       J/î 


/X„Xj 

\  a 


b 


c 


1 


b 


c  I  \  a 


')■ 


b 


?)] 


0. 


D'une  façon  générale,  si  iM{x,y,  z)  est  le  premier  membrt>  de  l'ôijuation  ponctuelle  d'une  couiiiuo, 
nous  désignerons  par  wp  le  résultat  de  la  substitution  à  x,  y,  z  des  coordonnées  d'un  point  P 
dans  m(x,  y,  z). 

De  plus,  si   dans  la  forme  polaire  de  m  : 


1  r      <>co 

2  r  "  ^ 


on  nMuplace    x,  y,  :■  par  U^s  coordonnées  .<•,,  //,,  ?,   d'uu  point  Q.   nous  désiguorons  li>  résultat    di«    la 
substitution  par  w,,,,. 

Avec  ces  notations,  l'équation  en  À  priMul  la  forme 

1 


(.),„, X 


l"V'.,  -  ^•»?']  -  0. 


{^) 
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I)o  iU("^ino,  eu  icniphKjaut  dans  l'équaliou 

[tix^  4-  )7/o  +  u'Zg){ii  r,  -+-  vi/i  +  irz^)  +  <j.{(i'u''  +  l/r"^  +  c'w^)  —  0  (2) 

UL  iKir  une  racine  ilo  réquatiou 

i7.»  +  c.);„^;i.  -  -  [(o;,o);  -  (.,;,-j  =  o,  (p) 

ou  aura  Trijualiou  (juadraliquo  du  syslèuie  des  points  A'  et  B'. 

Rclranchous  niainlenant  les  équations  (h  et  ('2)  membre  ?i  membre,  en  supposant  efTccluées  les 
opérations  indiciuées. 

Ou  a  À(a('-  +  bv"^  +  nv"^)  —  [j.{(i'u-  +  b'tf-  +  c'to"^)  —  0; 

c'est  réquatiou  laugentielle  d'uuc  conique  S  inscrite  dans  le  quadrilatère  AA.'BB'. 

La  forme  même  de  sou  équation  montre  en  outre  que  la  conique  2  fait  partie  du  faisceau  langen- 
liel  défini  par  S  et  S'. 

2"  Pour  que,  le  point  P  restant  fixe,  la  conique  i:  reste  invariable  quand  le  point  Q  se  déplace,  il 

faut  et  il  suflU  que  le  rapport—  soit  égal  à  un  nombre  donné  K. 

Analytiqucment,  ceci  revient  à  écrire  que  les  deux  équations 

1 

4 

■1    ,  , 

À*  -I-  w^,,X  —  -  [w^,o),/  —  co^;/]  =  0 
ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne  pour  équation  du  lieu  du  point  Q  : 

Équation  que  l'on  peut  encore  écrire  de  la  manière  suivante  : 

On  voit  immédiatement,  sous  cette  forme,  que  c'est  l'équation  d'une  courbe  du  quatrième  degré. 
Nous  remarquerons  de  plus  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  seulement  formé  avec  des 
covariants  des  équations  ponctuelles  des  deux  coniques  S  et  S',  ce  qui  est  mis  en  évidence  grâce  à  notre 
notation. 

Les  coordonnées  courantes  sont  ici  celles  du  point  Q  et  on   doit  laisser  invariables  celles  de  P. 

Cherchons  les  points  doubles  de  la  quartique  proposée.  Pour  cela,  posons 

et  désignons  par  ;  l'une  quelconque  des  trois  coordonnées  du  point  Q. 

En  prenant  la  dérivée  p3rtiello  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  rapport  à  S,  on  a 

On  voit  immédiatement  que  si  l'on  fait 

Km  PI   —    Oiprj   =   0 
et  K-0)pMri    Cl),,W^    =    0, 

l'expression  précédente  est  nulle,  quelle  que  soit  la  coordonnée  courante. 

Donc  la  quartique  considérée  a  déjà  pour  jjoints  doubler-i  les  points  communs  à  la  droite 

K(.)p,  —  (.),„,  —  0 
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et  à  la  conique 

Remarquons  maintenant  que  lorsque  le  point  Q  coïncide  avec  le  point  P,  on  a  : 


et 


vjq    —    ujp,  Wfj    —    vjp,  Kupq    —    vjpy 

Calculons,  avec  ces  hypothèses,  la  valeur  de  l'expression  (4). 
Tout  d'abord,  on  a 

p      =       —      2     OJy,(K(Op      —      0)p). 


Wno   0)r 


L'expression  (4)  devient  donc 


-  2(K.;  -  ..,„)„J(k'^'  -  ^^') 


Expression  identiquement  nulle,  ce  qui  montre  que  le  point  P  est  encore  un  point  double  de  la  quar- 
lique. 

Il  résulte  de  là  que  cette  quarlique  est  unicursale. 

Il  serait  d'ailleurs  aisé  de  la  construire  avec  l'équation  (3). 

3°  Lorsque  le  point  P  est  un  point  commun  aux  deux  coniques  S  et  S',  on  a 


Les  équations  (a)  et  ((3)  deviennent  alors 


0)^,    =    Wp    =    0. 


^^  -+-  5  '"P'i)    =  ^' 


1  , 

2  "''^ 


0; 


on  voit  alors  que  le  lieu  du  point  Q  n'est  autre  que  la  droite 

K(.)p,^  —  co,,,  =  0, 
qui  passe  évidemment  par  le  point  P. 

Remarques.  —  En  transformant  l'énoncé  précédent  par  polaires  réciproques,  ou  obtient  le 
théorème  suivant  : 

On  donne  dans  un  plan  deux  conqui'-i  S  l't  S'  et  deux  droites  D  et  E  qui  rencontrent  ce.f  deur  coniques 
en  quatre  points,  savoir  a,  b,  c,  d  sur  l'une  et  a',  b',  c',  d'  sur  l'autre:  deux  cordes  ad  et  bc  sous-tendues  par 
l'antjle  de  ces  deux  droites  dans  la  première  conique  renemtrent  deux  cordes  a'd'  et  l)'c'  sawi-lenducs  dan<  fa 
seconde  conique  en  quatre  points  m,  n,  \),  q  situés  sur  une  i-miique  appartenant  au  faisnau  ponctuel  détermine 
par  les  coniques  S  et  S'. 

Eli  faisant  une  traiisformalion  hi)in()i;i'ai)hiinu>  Italie  que  doux  des  points  communs  à  S  ot  à  S' 
deviennent  les  points  cycliques,  on  obtient  une  proposition  bien  connue,  sur  les  cercles  ayant  môme 
axe  radical,  énoncée  par  Chaslcs  dans  le  cbapitre  XXX  de  son  traité  de  Céométrie  supérieure.  Nous  y 
renvoyons  le  lecteur  pour  la  démonstration  i;éométriquc  de  cette  proposition. 

Au  cas  particulier  où  l'un  dos  points  P  et  Q  est  commua  aux  deux  coniques,  correspond  le  cas 
oîi  l'une  dos  droites  est  tangente  aux  doux  coniques.  Dans  ce  cas,  l'autre  tiroito  passe  par  un  point 
fixe  situé  sur  la  premii're  droite,  et  on  a  l'énoncé  suivant  : 

On  considère  deux  coniques  et  une  de  lurs  tantfenles  communes,  et  l'on  prend  les  deux  poinix  <le  contact 
po\ir  sommets  de  deux  anf)/es  qui  interceptent  dans  les  deux  coniques,  resjwctii^'mcnt  deu,c  cordes  siluêes  sur 
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uiw  uh'nw  tnni-srf/'salc:  les  cdlés  de  ci's  dcu.v  aii;/l('s  se  rriicoiilrcront  en  t/wilre  poinf-s  situés  -vur  une  mCine 
conique  (jui  passera  pur  les  points  d'inle-.seclion  (les  deux  premières.  I).'  p/us,  .si  la  transversale  en  question 
tow  ne  autour  d'un  point  fixe  de  la  tangente  commune,  la  troisième  coni(iue  reste  toujours  la  même. 

Dans  le  cas  ilu  cercle,  Chasies  (loc.  cit.)  a  donne  une  démonstration  géométrique  de  la  deuxième 
partie  de  cette  proposition;  nous  allons  eu  indiquer  une  autre  qui  nous  parait  préférable  au  point  de 
vue  projoctif. 

Soient  eu  ellet  C  et  C  les  points  de  contact  des  deux  coni([ues  avej  un(<  tang  utc  commune,  ei 
considérons  la  transversale  OAliB'A'.  Celle  transversale  donne  lieu  à  quatre  points  M,  N,  P,  Q  et  l'on 

sait  qu'il  existe  une  coni(juc  1  du  faisceau 
ponctuel  déterminé  par  S  et  S'   passant 
par  les  quatre  points  M,  N,   P,  Q.  Nous 
allons  démontrer  que  la  polaire  du  point  G 
par  rapport  à  iJ  coïncide  avec  la  polaire 
du  point  0  par  rapport  à  S'.  Soient  en 
effet  H  et  K  les  points  où  cette  dernière 
droite  rencontre  A'B'  et  PN.  Le  faisceau 
harmonique    (C'.OB'HV)    coupé   par    la 
transversale  PN   donne   la  division  har- 
monique CNKP,  ou  C  et  K  sont  conjugués. 
On  sait  de  plus  que  C  et  C   sont  les 
points  doubles  de  l'involution  déterminée 
sur  ce  par  toutes  les  coniques  du  fais- 
ceau ponctuel  défini  par  S  et  S'.  Donc  si 
a  et  S  sont  les  points  d'intersection  de  ïl 
avec  ce,   a  et  S  sont  conjugués   harmo- 
niques par  rapport  à  C  et  C. 
Il  résulte  de  là  ([ue  C'K  est  la  polaire  du  point  G  par  rapport  à  1\  Elle  esl  indépendante  de  la 
transversale  OAB.  De  plus,  si  l'on  joint  le  point  (J  à  un  des  points  y  commun  à  S  et  S',  le  second  point 
d'intersection  avec  1,  conjugué  harmonique  du  précédent  par  rapport  à  G  et  au  point  oh  la  droite  Cy 
rencontre  HK,  est  fixe.  }l,  passe  donc  par  cinq  points  fixes  et  est  fixe  elle-même. 

On  démontrerait  de  la  même  façon  que  la  polaire  de  C'  par  rapport  à  "^  n'est  autre  que  la  polaire 

de  0  par  rapport  à  S. 

A.  Mauski. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

POSr:E  Ar\  CANDIDATS  AU  CKRTIFIGAT  D'APTITUDE  A  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL,  1891,  2«  SESSION 

Cette  question  a  fait  l'objet  de  nombreux  articles  parus  dans  les  Souvelles  Anniles  de  Mathématiques.  Nous  allons 
en  indiquer  une  solution  en  suivant  une  méthode  donnée  par  M.  Darboux. 

Nous  supposerons  que  les  cercles  considérés,  au  lieu  d'être  tangents  à  la  conique  S,  la  rencontrent 
on  deux  points  fixes  A,  B  (réels  ou  imaginaires).  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  cette  conique 
soit  une  ellipse  et  rapportons-la  à  ses  axes:  son  équation  sera 


'^â' 


6» 


-1  =  0. 
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Soient  x^ ,  î/q  les  coordonnées  d'un  poinl  M  du  lieu  et  posons 

p  ^  ^^       m  _  , 


Un  cercle  inscrit  dans  l'angle  formé  par  les   tangentes  menées  à  la  conique  par  ce  point   M   est 
représenté  par  une  équation  de  la  formo 

/■/;-  P^  -f-  (»!x  +  r?//  +  qY  =  0,  (1) 

w  ^        y  ^ 
/o  désignant    — ^  4-  '—- 1.     Soient  a?),  /y,   et  x.^,  y.^   les  coordonnées  des  points  A,  B.  Eu  écrivant 

que  le  cercle  précédent  passe  par  A  et  par  B,  on  obtient 

Wôc,  +  ny,  -\-  q  =  SjP,  ,     wirr.^  4-  nij.^  +  Q  "=  ^-i^i 

£i  et  e,    étant  égaux  à    ±  1  ;   P,  et  P,   désignant    ^  +  77"  -  l     et    ^«  +  M?  _   1  respec- 

tivement. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  l'on  prendra  i^  =  z.^  ou   î,  =—  z^. 

Premier  cas.    —  Prenons  Ej  =  Sj;  avec  des  signes   convenables  de   m,  »,  q   on   peut  supposer 
£j  =  Ej  ~  +  1,  de  sorte  que  : 

mx,  +  n,j,  4-  ry  =.  ^"  +  -M.»  _  1  (2) 

Ecrivons  maintenant  que  l'équation  (1)  représente  un  cercle,  ce  qui  fournit  les  conditions 

1  r  ''  I  t/  * 

-5f:--  =  o-  (S) 


En  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (3)  et  remplaçant  a'o  par.r,  y/^par  //,  on  obtient 


m(a;i  -  X.,)  +  n{y,  -  y,)  =  (x^  -  x.K  +  (?/,  -  y,)-\-  (G) 


L'équation  (4)  simplifiée  donne 

1     /y»       A        1     /x 


^(i:-')-M~: -')='"-'"■■ 


(■) 


et  enfin  mn  =  — '—  •  (8) 

Nous  aurjns  donc  une  première  partie  du  lieu  en  éliminant  m  (!t  /(  entre  les  éijuations  (6),  (7)  et  (8). 

X  11/ 

Pour  faire  simplement  les  calculs,  posons  m  =  À—;  l'équation  (8)  donne  «  =  —  .-j— et  par  suite 

en  portant  ces  valeurs  dans  Tocjuation  (6).  il  vient: 

(>.  -  i)[(-,  -  ..-,) ,;;  -  ,'  en  -  !/.)  '^  =  0. 

cr>  1/  or 

La  solution  A  =  i,  donne  m    -  -  -»    n  —   ,     et  i)ar  suite  l'équation  (4)  donne  en  remplaçant  m  par  -  ' 

7/1  \ 

et  p  par  '\  -  f^  =^  -—  /„,  c'est-à-dire  /„  —  0,  Ou  trouve  ainsi  la  conique  elle-im^me.  Cette  solution 

doit  être  rejetée  puisque  si  /"„     :  0  ré(juation  (1)  représente  deux  droites.  N\nis  prendrons  par  suite 

,       //.  -  .y»   «V/ 

A    —   •  -7- —  » 

05,  —  a;,    6*j* 
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d'où  m 


//i  -  //»    //  ..        ^.  -  ^'i    '^ 


.r,    —  .;•_,    6-  //,    —   //j    rt" 

Nous  oblicMuiroiis  rôqiialioiule  cette  première  partie  du  lieu  en  portant  ces  valeurs  (hms  l'érjualion  (7). 
Ou  voit  déjà  (juo  le  résultat  sera  iudépcuilaut  do  la  position  des  jjoiuts  A  et  B,  et  ne  dé])eu{lra  que  de 

//     —    7/ 

la  direction  de  la  droite  AI3;  posons  — ~  =  ti^  x,  de  sorte  que 

.T,       .r.j 

m  =  —  tg  y.,     n  -  —  COti,^  a  ; 

on  obtient  —  —  -  1  )  -  t- 1  )  =  —  cofc;-^  a  -  -''^  iii^  y. 

ou  en  simplifiant,  -. =  : ; » 

a'  sin*  a        (;''  COS"*  a        a'^  sin^  a  +  o'^  cos*  y. 

c'est-à-dire*  une  hyperbole  bomofocalo  à  l'ellipse  donnée.  Si  la  conique  donnée  avaitcténnc  hyperbole, 
on  aurait  obtenu  une  ellipse  homofocale.  On  voit  que  rccjuation  trouvée  ne  change  pas  si  l'on  change 
a  en  -  a,  ce  qui  s'explique  aisément  en  remarquant  ({ue  si  un  cercle  coupe  une  conique  en  deux  points 
A.  B,  il  la  coupe  eu  deux  autres  points  A,.  B,,  tels  que  les  droilesABet  A,R,  soient  également  inclinées 
sur  les  axes  de  la  conique. 

Deuxième  cas.  —  Nous  prendrons  maintenant  s,  =  —  t.,,  de  sorte  que 

'"i'i^c       ,        //l//„  . 

î/u-,  ^-  ?)//,  +  q  =  -^  -t-  -^^ 1, 

mx.,  +  ni/,  -h  g  = '—^  -  -4^  +  '1. 

En  éliminant  q  on  obtient  donc,  on  écrivant  x  et  //  au  lieu  de  .r^  et  y^, 

mix^  -  X,)  4-  «  (//,  -  //,)  =  ^  (a:,  +  x^)  -t-  -^  (y,  4-  y,)  -  2.  (6) 

On  aura  la  deuxième  partie  du  lieu  en  éliminant  m  et  n  entre  les  équations  (0)',  (1),  (8).  En  faisant  le 
calcul  qui  n'ollVe  d'ailleurs  aucune  dilliculté,  on  trouve  une  courbe  du  quatrième  degré.  Dans  le  cas 
particulier  proposé  aux  candidats  au  certificat  d'aptitude,  les  cercles  étaient  tangents  à  la  conique;  on 
devait  donc  supposer  j',  =  a;.,,  y,  =  //^  et  par  suite  l'équation  (0)'  se  réduit  à 

ce  qui  donne  une  droite,  qui  n'est  autre  que  la  tangente  à  l'ellipse. 

Supposons  maintenant  que  la  conique  donnée  soit  une  parabole.  Nous  poserons 

/•  =z  y'  -  '2px,      V  =  yyo-  p{x  +  x,), 
et  nous  considérerons  comme  plus  haut  l'équation 

//'o  -  P»  +  (mx  +  ni/  +  qY  =  0.  (1) 

En  écrivant  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation  passe  par  les  points     a-j,?/, .     et    x^,  y^, 
nous  aurons  les  deux  hypothèses 

w.r,  -f-  H//,  -+-  7  =  .'/,.'/o  -  ;j(-r,  +  .n)    j  ^Q) 

mx.,  +   7)//,   -f-  7   ^-r   //.^//q   -  p{x^  +  .To)      j 

ou  m.T,  +  7J//1  +  7  ^  //i.V»  -  Pi^\  +  ^0)     )  ^jQ) 

mx^   -f-  71//,  -h  7  =  -  7/jî/o  +  P('^a  +  ^0) 
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Écrivant  que  (1)  représente  un  cercle,  nous  obtenons 

—  p'^  -i-  m'^  —  —  '2pXo  4-71^    et    pi/„  4-  mn  =  0. 
Il  nous  reste,  en  adoptant  d'abord  les  équations  (9j  à  éliminer  m  et   n  eutre  les  équations 
mix,  -  x.^  +  n(//i  -  y,)  =  ijiii,  -  y,)  -  p{x,  -  x,), 

^px  —  p"^  -h  m"^  —  n^  —  0,        p!j  +  mn  —  0. 

\ 

Eu  proccdaut  comme  plus  haut,  nous  posons     m  —  —  //>,     n  =z  -t-  -  y,     d'où  l'on  déduit 

A 

(X  _  \)p\_U,  -  X,)  +  -^  (y,  -  //,)]  =  0. 

Rejetant  la  solution    X  :^  1,     qui  donne  la  parabole  proposée  comme  solution  étrangère,  nous 
prenons 

i^  _y  11^  - y^ 


p    Xi  —  x.^ 

/  ••  ./i       ./î  "^1       "^1 

et  par  suite  m  :=  // —  >         n  —  —  w. 

ari  -  a;,  yi  -  Ut 

ou,  en  posant  *       '  '^       ' —  ■ 


»i  —  y  tg  a,         71  =  —  j!?  cotg  a. 
L'équation  correspondante  du  lieu  est  donc 

yHs^  a  +  ^px  -   4 —  =  0 . 
sin  a 

En  transportant  l'origine  au  foyer  de  la  parabole  donnée,  rc(juation  précédente  devieut 

f  tg2  a  +  2/JJC  -  //■'  cotg*  ot  =  0 

ou  (œ*  -r  !/■)  tg*  X  -^  (x  tg  X   —  p  cotg  a)-  ; 

la  parabole  trouvée  est  doue  homofocale  à  la  proposée. 

En  second  lieu,  si  nous  prenons  les  équations  ^}^),  nous  obtenons  en  éliminant  q,   ré(|ualiou 
m{x,  -  X,)  +  7i(//,  -!/,)  =  y, du  +  //•-)  -  iK-^a  +  x.,)  -  ^px,  ; 
eu  supposant  la  droite   AB    tangente  à  la  parabole,  c'est- ù-dire  en  supposant        a^i  —  x.^,         y,  =  y^, 
cette  relation  devient 

//o//i  -  /K-J^o  +  a-J  ^:  0, 
et  comme  dans  le  cas  de  la  conique  à  centre  on  trouve  une  droite  :  la  tangente  en  A  à  la  parabolo. 

Eu  résumé,  en  faisant  abstraction  des  droites,  on  trouve  bien,  dans  le  cas  particulier  i)roposé,  pour 
lieu  demandé  une  conique  liomofocale  à  la  proposée;  donc,  comme  ou  le  sait,  les  points  d  intersccliou 
de  la  conique  proposée  et  de  la  conique  obtenue  sont  sur  un  cercle;  à  moins  toutefois  que  la  conique 
proposée  ne  soit  une  parabole,  car  dans  ce  cas  la  seconde  parabole  ayant  même  axe  que  la  première, 
deux  des  quatre  points  qui  leur  sont  communs  sont  rojetés  à  l'iulini  et  lo  cercle  se  réduit  à  deux 
droites  dont  l'une  rejetéo  à  l'infini.  La  condition  pour  que  les  points  communs  aux  deux  coniques 
soient  sur  un  cercle  véritable  est  (|ue  la  coni(jue  donnée  soit  une  conique  à  centre. 

Autre  solution. —  Prenons  \\onv  axe  dos  x  la  tangente  à  la  conique  donnée,  cl  pour  axe  dos  y 
la  normale  au  point  de  contact.  L'é(iuaiion  taugoulielle  do  la  conique  donnée  est  île  la  forme 

(/«'  +  a"w-  4-  V>vw  +  tb'icu  —  0. 

L'équation  langeutielle  d'un  cercle  langent  à   l'origiuo  à  l'uxo  des  x  est,  k  Jésiguaul  un  parumèlre 

variable, 

/)\»*  +  r'^)  -  {vh  +  IV )^  ~  0 

ou  h^u'  —  te''  -  Vivtv  =  0. 


;^()2 
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L'expression  {a    i-  U')u'  +  («"  -  l)w'  +  'i{b  -  )Ji)cw 

sera  uu  produit  île  deux  racleurs  si    X   est  raciuc  île  l'équalion 


'Ib'icu 


ou,  en  développant, 
La  solution     a  =  - 


donne 


a  +  À/i'  0  b' 

b'  b-  ).li        a"  -  l 

{b  -  )Jiy{a+  }Ji-)  -.^  0. 

[u  +  b/i)ir  -4-  (a"  -     \ir'  -f-  26'/ru  — ( 


Pour  chaque  valeur  de   //,   cette  équation  représente  deux  points  de  l'axe  des  x;   ou  a  doue  une 
première  partie  du  lieu  formé  par  l'axe  des  a. 


Si  l'on  pose     À  —  — 


/j» 


on  o])lient 


a 


+  "-lib  +      \r{c 


tb'uu  =  0. 


Celte  équation  se  décompcse  en  deux  autres.  La^ solution   w  =  0   donne  l'orii^iue,  qui  est  évidemment 
un  ombilic  du  système  proposé;  en  supprimant  cette  solution,  il  reste 

±b'i(  +  :l(^b  +  "^r  +-  (a"  +  JM  IV  -^  0. 

Cette  équation  détermine  les  coordonnées  d'un  ombilic  : 


X                 y 

; 

X 

-  a", 

on  en  déduit  - 

h 

et  en  éliminant   //    on  obtient  ib'y  —  bxf-  —  ax\ib'z  —  a'x). 

Cette  équation  représente  une  conique  normale  à  la  proposée,  à  l'origine. 

On  trouve  aisément  l'équation  tangentielle  de  cette  conique  en  écrivant  que  l'équation  en  h  : 

[ib'u  +  2bv  +  a"ivji'  +  ^ahv  +  aw  =  0, 

a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

a"w''  -^  ^bvw  +  ^b'uw  —  av^  =  0, 

équation  qu'on  peut  écrire      au''  +  a'w'^  +  'ibvw  +  Wivu  —  a(w*  +  r*)  ==  0; 

la  conique  trouvée  est  donc  homofocale  à  la  proposée. 

Hkmauqle.  —  M.  J.  Hais  (lycée  Ilochei,  qui  nous  a  envoyé  une  solution  analogue  à  la  précédente, 
fait  remarquer  que  ce  problème  est  un  cas  particulier  du  problème  (i"  résolu  dans  le  numéro  d'octobre 
1891  de  la  lîevue  de  Mal/iématiqitcs  spcciales,  dont  voici  l'énoncé  :  On  considère  une  ellipse  E  et  un  point  V 
dans  .son  plan.  Trouver  le  lieu  du  j.oinl  M  tel  que  les  (amjentes,  menées  du  point  M  et  du  point  P  à  l'ellipse  E 
forment  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle. 

Si  le  point  P  est  sur  la  conique,  on  obtient  le  jiroblème  dont  nous  nous  occupons.  Dans  le  c;is 
général,  on  a  trouvé  deux  coniques  homofocalcs  à  la  conique  donnée;  quand  le  point  P  vient  sur 
l'ellipse,  Tune  de  ces  coniques  se  coufon  1  avec  l'ellipse  elle-même. 

M.  A.  Maiimion  (lycée  de  Moulins)  a  traité,  par  l'homologie,  le  cas  plus  géuéral  oîi  l'on  considère 
une  conique  fixe  S  et  une  conique  mobile  i^  passant  par  quatre  points  fixes  A,  lî,  (',  I),  les  deux 
jjiemiers  étant  supposés  sur  la  conique  S.  Mais  sa  solution  est  incomplète  et  ne  donne  (ju'une  partie 
du  lieu. 
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M.  Darboux  a  donné  daas  les  Nouvelles  Annales  l'équation  du  lieu  dans  le  cas  tout  à  fait  général 
oïl  les  quatre  points   A,  B,  C,  D    sont  quelconques.  Voici  sa  solution. 

Soient/"  =  0  l'équation  de  la  conique  fixe  S;  soient  x^,  ij^  les  coordonnées  d'un  point  M;  l'équa- 
tion du  faisceau  des  tangentes  à  /'issues  de  M  est 

/■/o  -  P'^  =  0, 


en  posant 


àf  àf  ()f 


L'équation  d'une  conique  bitangente  au  système  formé  par  ces  deux  tangentes  est 

/■/o  -  P^  +  Q'^  -  0, 
eu  posant  Q  ^  mx  +  nij  +  p. 

Nous  devons  exprimer  que  la  conique  représentée  par  l'équation  précédente  passe  par  les  quatre 
points     (Xi,  //,\  (.T„  y/jj),  (x^,  y^),  (Xi,  y/^)     ,  ce  qui  donne 

L'équation  du  lieu 
est  donc,  en  écrivant 
ce  et  //  au  lieu  de 
^0  et  I/o,  x^         u,         1  v/P?  -  ff. 


mXi  +  n//,  +  p  —  \/p'i  —  /i/o» 
mr^  +  îiî/,  +  p  =  \^Pl  -  f,fo, 
mx.,  +  ny,  +  p  =  \/ H  -  /;/,, 
mXi  +  ny,  +  y>  =  V^P|  -  /;/„• 


a^l 

Ux 

1 

X, 

!/i 

i 

X'3 

y^ 

1 

X^ 

Ui 

1 

VPÎ 

-  /./o 

\/pi 

-  /■/. 

\'n 

-   /Va 

-^  0. 
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ÉCOLE  CENTRALE 
Première  session 

Géométrie  analytique. 

185.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  O.r,  0//  et  une  droite  D  dont  l'équalion  est 
Ax  +  By  +  G  —  0;  sur  cello  droite  on  prend  un  point  quelconque  M,  de  coordonnées  «,  b,  et  à  ce  point  on 
lait  correspondre  les  deux  paraboles  ([ui  ont  toutes  deux  le  point  0  pour  foyer,  et,  l'uue  la  droite  x  —  a  —  0, 
l'autre  la  droite  y  —  b  —  0  pour  directrice. 

1"  Démoutrer  que  ces  deux  paraboles  ont,  en  L,^énér,il.  deux  points  communs  réels  et  deux  points  communs 
imaginaires,  et  former,  selon  la  position  du  point  M  sur  la  droite  D,  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  los 
deux  points  réels  communs  aux  deux  paraboles. 

!2"  Trouver  le  lieu  des  points  communs  aux  deux  paraboles  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  à  un  point  M, 
(|uand  ce  point  M  parcourt  la  droite  D.  Ce  lieu  se  compose,  en  général,  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole; 
distinguer  sur  la  droite  D  la  partie  que  parcourt  le  point  M  quand  les  points  communs  aux  deux  paraboles  sont 
sur  l'ellipse,  de  celles  ([u'il  parcourt  quand  ces  points  sont  sur  l'hyperbole. 

3"  Vérilier  analyli(iuemcnt  etexpliijuer  géométriquement  les  faits  suivants.  Soit  P  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  D  avec  l'un  des  axes,  et  soient,  sur  l'autre  axo,  do  part  et  d'autre  du  point  0,  les  points  V  et  V 
tels  que  l'on  ail  OP'  -  OP"  =  OP.  L'une  des  deux  conii[ue5  du  lieu  passe  par  Pet  l'autre  par  P",  et  les  tangentes 
au  lieu,  au  point  P'  cl  au  point  P",  sont  les  droites  PP',  PP". 

Construire  le  lieu  en  supposant  qnc  Pétiuation  do  la  droite  D  est 

X  +  "ly  —  a.  r^  0. 

•4"  1,0  liini  dcnnndo  est,  en  général,  composé  d'u:ie  vrritable  ellipse  cl  d'uno  véritable  h\pcrbolo;  trouver 
los  divers  eus  particuliers  pour  lesquels  il  en  est  autremeut,  et,  dans  chacun  do  ces  cas,  rcconnaiire  co  que 
deviennent  les  deux  conicjues  du  lieu. 

(i5  juillet,  de  7  h.  ci  H  h.) 
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Calcul  triyonomdrique. 

Résoudre  uu  Inangle  reolangle  connaissant  sa  surface  S7:;(il7""'j  cl  celle  du  cercle  ciroonscril  ;î3:j(>7;{'2""'J. 

(ijjiù'kt,  de  :'  h.  4/2  à  i  h.) 
l'/if/siquc  et  Chimie. 

I.  —  Evaluer  la  pression  vraie  réduite  à  zéro  à  l'aide  d'un  baromètre  à  vide  imparfait. 

Nous  supposerons  faites  deux  lectures  pendant  les([uelles  la  pression  almosphéri(iue  x    seule  n'ayant  pas 
changé,  toutes  les  autres  conditions  au  contraire  auront  été  modiliées. 
ISous  nommerons  : 

Pour  les  premières  observations,  faites  à   l   degré?,  II,  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure,  lue  sur  une 
règle  de  laiton,  et  C  la  capacité  de  la  chambre; 

Pour  les  deuxièmes  observations,  faites  à   /,    degrés,    H,    et   C,    les  (juantités  analogues; 
/,  le  coetllcicnt  de  dilatation  linéaire  du  laiton; 
m,  le  coenicieut  de  dilatation  du  mercure; 
a,  le  coellicient  de  dilatation  cubique  des  gaz. 
Exemple  numérique  : 

11  _  7o'^"'20  l  ^  10  G^  _  i 

H,  =  TS^-^eS  /,  =12  Cl  ~  2 

/  =  0,00001!) 
m  —  0,000  l.S-2 
a  ^  0,C0307. 

II.  —  Décrire  les  préparations  dans  lesquelles  on  fait  usage  de  l'acide  sulfuriquc  (L'emploi  simultané  des 
deux  notations  est  exigé  pour  l'écriture  des  formules.) 

III.  —  Analyse,  composition  et  formule  du  gaz  des  marais. 

(iG  juillet,  de  7  lu  à  10  h.) 

Géoinclrie  descriptive. 

186.  —  Dans  un  plan  de  front,  dont  la  trace  horizontale  aob  est  à  0'"128  en  avant  de  la  ligne  de  terre,  on 
donne  un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  a'b'  est  hoiizonlale  et  à  0"'01  au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  son 

extrémité  gauche  a  étant  à  0"'038  du  côté  gauche  du  cadre  et  son  extrémité  b' 
étant  à  0"'17  du  même  côté  du  cadre.  L'angle  en  a  est  de  30". 

On  fait  tourner  ce  triangle  successivement  autour  de  chacun  des  côtés  de 
l'angle  droit,  de  manière  à  cngemirer  deux  cônes,  et  l'on  demande  de  repré- 
senter par  ses  deux  projections  le  corps  solide  formé  par  l'ensemble  de  ces 
«r    i  ]         I   y      deux  cônes  supposés  pleins  et  limités  chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

[  I         '  On  indicjuera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer  : 

I  I         I  1"  un  point  quelconque  de  chacune  des  bases  et  les  tangentes  en  ces  points; 

I         !  -i^  un  point  quelconque  del'intersection  des  deux  cônes  et  la  tangente  ence  point. 

— ' On  n'indiquera  pas  d'autre  conslrucliou. 

On  pourra,  à  l'aide  d'encre  de  couleur,  tracer  un  certain  nombre  de 
génératrices  de  chacun  des  cônes;  les  génératrices  vues  en  trait  plein,  les  génératrices  cachées  on  trait 
discontinu. 

Une  légende  sui'  une  feuille  à  part  explique  succinctement  les  tracés  faits  sur  l'épure. 

Titre  extérieur  :  I.nti:hsi:ction  di:  sl'UFAci-s.  —  Titre  intérieur  :  A>iSEMULAGE  i)i-  dlux  cû.nks. 

/,<•«  Ulriê,  rit  li'iitxi  (U-aainéi's,  sont  de  rignrur.  —  Le  cad;e  a  0".  'lo  sur  0'",27  ;  la  ligne  de  Icrre  isl  paiallLle  aux  peliLs  côtés  du  cadre  à  0"M  0  du 
pclil  cOlé  supcrieur.  .    , 

(27  juillet,  de  7  h.  a  //  h.) 
♦ 

LltUATUM 
Oueslion  176  (page  348,  n»  10,  i*  année)  : 
\u  lien  de:  leurs  pôles  par  rapport  aux  trois  surfaces  soient  dans  un  même  plan.  —  Lire:    soient  en  ligue  droite. 


Le  nédacteur-Gcranl  :     II.  VUIIŒRT. 


i-àkif.— mi-miiiiiuE  «H*ix.—  i"iiO-"-tï.  —  tncre  Lorilleux,; 


2«  Année.  N»  12.  Septembre  1892. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Questions  d'examen  (suite). 

187.  —  On  donne  les  équations  d'une  droite  D  (axes  rectangulaires) 

X  -  Xq  ^  y  -  y„  ^  z  -  Zq 
abc 

ei  les  coordonnées  x,  y,  z  (/'w;i  jaom/  M;  trouver  les  coordonnées  x',  y',  z'  du  point  M'  oît  y^e/i/  se  placer  Icjxnnt 
M  apm  auotr  tourné  d'un  angle  0  autour  de  la  droite  D. 

La  droite  MM'  est  perpendiculaire  à  la  droite  D,  doue 

(x'  —  x)a  +  {y'  —  i/)b  +  {z'  —  z)c  —  0.  (\) 

La  distance  du  point  M  au  point  {x,^,  t/q,  z^)  reste  constante,  par  suite 

{x'  -  x,y  +  {y'  -  y,r  +■  {z  -  z,y  =  (x  -  x,r  +  iu  -  Uo)'  +  (^  -  ^o)*-  ('^) 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  poserons 

X       Xq  =^  X,  y       //q=^Y,  z  —  «Q  =  Z, 

x'  -  Xq  ^  X',         y'  -  y^  =^  Y ,         z'  -  Zq  ^  Z'. 

Les  équations  (1)  et  (:2)  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

(X'  -  X)a  +  (Y'  -  Y)b  +  [Z'  -  Z)c  =  0, 

(X'  -  X)(X'  +  X)  +  (Y'  -  Y)(Y'  +  Y)  4-  [Z'  -  Z)(Z'  +  Z)  ^  0, 
d'où  l'on  tire, 

X'  -  X  Y'  -  Y  Z'  -  Z 


(3) 


b[Z'  +  Z)  -  c(Y'  +  Y)       c(X'  +  Xj  -  a(Z'  +  Z)       a{Y'  -h  Yi  -  b^\'  4-  X) 

On  obtient  un  rapport  égal  aux  précédeuts  eu  divisant  la  racine  carrée  do  la  somme  des  numéra- 
teurs par  la  racine  carrée  de  la  somme  des  dénominateurs;  ce  qui  douue,  en  supposant  que  ti,  6,  c  soient 
les  cosinus  directeurs  do  la  droite  D,  le  rapport  égal 

MM' 

Ê  désignant  ±:  1,  et  PQ  la  distance  du  milieu  de  MM'  à  la  droite  1);  or  ou  a     "— ^  —  PQ  ti;  ^0;   donc 

\ 

la  valeur  des  i  apports  (3)  est  égale  à     e  tg  ^  0. 

i  \ 

Ou  a  donc  X'  -  X  ^  e  tg  -  0  [b{Z'  +  Z)  -  ((Y'  -+-  Y)J 

Y'  -  Y  -  e  tg  J  0  [(-(X'  +  X)  -  a[Z'  +  Z)]  '  (4) 

Z'  -  Z  =  e  tg  ,^  0  [a(V'  +  V)  -  b{\'  +  X)]  ] 
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Ces  équations  déterniinout  X',  Y',  Z'  ot  par  suite  x',  y',  z'.  Le  déterminant  du  système  est  égal  à 
1 
1  4-  ty*  -  0,  et  par  suite  il  est  durèrent  de  zéro;  on  pourra  donc  appliquer  les  formules  de  Cramer.  On 

peut  remarquer  que  X',  Y',  Z'  s'exprimeront  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  X,  Y,  Z. 
Ou  trouve,  on  faisant  les  calculs 

X'  .-=  a{aX  4-  bY  +  cZ)  +  [X  -  a((iX  +  hY  +  cZ)]  cos  0  +  t{l)Z  -  cY)  sin  0 

et  des  formules  analogues  i)0ur  Y'  et  Z',  do  sorte  qu'on  jjosant 

aX  +  bY  +  cZ  -s  P, 

ou  a  finalement  X'  =  aP  +  (X  —  al?)  cos  0  +  t{bZ  —  c\)  sin  0  \ 

Y'  ^  6P  +  (Y  -  ^;P)  cos  0  +  t{cX  -  aZ)  sin  0   V  (o) 

Z'  =  cP  4-  (Z  -  fP)  cos  0  +  £(aY  -  ^X)  sinO    ) 

Il  reste  à  déterminer  le  signe  que  l'on  doit  attribuer  à  e  quand  on  veut  que  la  rotation  se  fasse  dans 
un  sons  déterminé.  Supposons  les  axes  définis  de  façon  qu'un  observateur  placé  surO^  les  pieds  en  0, 
la  tête  en  un  point  pris  sur  la  direction  positive  0;;  et  regardant  Ox  et  0//,  voie  Oa;  à  sa  gauche,  Oy  à  sa 
droite  et  que  la  rotation  autour  de  la  droite  D  s'effectue  de  façon  qu'un  observateur  placé  sur  la 
droite  D  de  faoon  que  la  direction  allant  de  ses  piods  à  sa  tête  ait  pour  cosinus  directeurs  a,  6,  c,  voie 
cette  rotation  s'effectuer  de  gauche  à  droite;  je  remarque  que  si  l'on  fait  tourner  la  droite  autour  du 
point  aro'Z/û»  ^0  d'une  manière  continue  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  parallèle  à  Os,  le  point  M  restant 
lié  invariablement  à  cette  droite,^les  coordonnées  x,  y,  z  varieront  d'une  manière  continue  et  il  eu  sera 
évidemment  de  même  de  x',y',z'\  donc  la  détermination  de  e  ne  changera  pas.  Dans  ce  cas  particulier 
il  est  facile  d'obteuir  les  formules  demandées,  car  on  se  trouve  ramené  à  un  problème  de  géométrie 
plane;  ou  peut  remarquer  que  z  reste  constant  et  que 


X'  +  iY'  =  (X  +  iY)(cos  0  4-  i  sin  6), 

ce  qui  donne  X'  ^  X  cos  0  —  Y  sin  0, 

Y'  =  X  sin  0  4-  Y  cos  6. 

Or  les  formules  (4)  nous  donnent  dans  ce  cas  particulier 

X'  -  X  :=  -  e  tg  ^  ô  (Y'  4-  Y; 
Y'-Y=stg^0(X'4-X), 

1111 

d'où  l'on  tire  X'cos  ^  0  4-  eY'  sin  -  0  =  X  cos  -  0  -  eY  sin  -  0, 

z  z  A  A 

1111 

-  eX'  sin  -  0  4-  Y'  cos  -  6  ==  eX  sin  ;r  0  +  Y  cos  -  0, 

2  2  2  2 

et  par  suite  X'  =  X  cos  0  -  eY  sin  0, 

Y'  -■  Xt  sin  0  4-  Y  cos  0. 


(6) 


0) 


La  comparaison  des  formules  (6j  et  (7)  montre  que  l'ou  doit  prcutlre  £  =  4-  1.  Quand  la  rotation 
se  fera  de  droite  à  gauclie,  il  faudra  au  contraire  prendre  t  —  —\, 

Ou  peut  supprimer  le  facteur  e  dans  les  formules  (o;  et  regarder  0  comme  positif  daus  le  premier 
cas  et  comme  négatif  daus  le  second. 
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1 

Cas  particulier.  —  Il  convient  d'examiner  le  cas  où  la  rotation  est  de  180°;  alors   tg  -  0  est  infini  et 

comme  les  différences  X'  —  X,  Y'  —  Y,  Z'  —  Z  sont  finies,  on  doit  avoir 

X^  +  X  _  Y^  +  Y  _  Z^  4-  Z 
abc 
ce  qui  exprime  que  le  milieu  de  MM'  est  sur  la  droite  D,  car  ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

X  +  x'  —  ^0  _  y  -h  y'  —  'iy^  __  z  +  z'  —  '2zq 
abc 
En  tenant  compte  de  l'équation  (1),  on  obtient,  en  ajoutant  ces  rapports  terme  à  terme,  après  avoir 
multiplié  les  deux  termes  de  chacun  d'eux  par  a,  b,  c  respectivement,  le  rapport  suivant,  égal  aux  pré- 
cédents : 

i2[a(x  -  Xo)  +  b(y  -  y^)  +  c{z  -  ^o)]; 

on  a,  en  désignant  par  H  cette  expression 

x!  =  'iXf^  —  X  -r-  aH, 
y'  =  '^y^-y  +  6H, 
z'  =  2^0  -  -  +  cH. 
On  aurait  pu  obtenir  ces  équations  de  la  manière  suivante.  Le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  P, 
mené  par  le  point  M,  a  pour  équation 

a{l  -  ce)  +  b{-ri  -  y)  +  ciK  -  s)  =  0. 
Cherchons  en  quel  point  il  coupe  la  droite  D  ;  pour  cela  posons 

l  ~  Xq  +  al,  Y,  z=z  y^  +  bl,  Ç  =1  ;:;„  4-  cX, 

ce  qui  donne  a{xQ  —  x)  +  b{yç,  —  y)  +  c{Zq  —  ^)  +  X  :=  0, 

1 
ou  ^  =  2  ^' 

111 

et  par  suite  l  =  Xo  -h  x  aH,  -r^  —  y^-h  -bE,  ^  —  Zo-h-cU. 

Or,  on  a  évidemment  x'  +  x  =  'il  =  'ixç,  +  aH, 

ce  qui  donne  x'  =  SiCo  —  a;  —  «H 

et  de  même  y'  =  %Jq  —  y  —  bU, 

z'  =  '2z,  -  z  -  cH  (*). 
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146-147.  —  Étant  donné  un  cercle  C,  on  décrit  d'un  point  P  comme  centre  un  cercle  C  de  rayon  donne, 
lin  supposant  que  le  point  P  se  meuve  aur  un  diamètre  donné  D  du  cercle  C,  trouver  le  lieu  du  /Miul  de 
rencontre  des  tangentes  menées  au  cercle  C  par  les  points  oii  il  rc7u-ontre  le  cercle  C,  avec  les  tanyenles  au 
cercle  G',  (jui  sont  perpendiculaires  au  diamètre  D, 

Même  (/iiestion  en  supposant  le  point  P  fixe  et  te  rayon  du  cercle  C  variable. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre   D  et  lo  diamètre  perpoudiculaiio  du  oorcle  C. 


(*)  Voir  UDO  autre  solutiou  du  pioblème  dans  le  Cours  de  mécanique  de  M.  Cli.  Bri^se,  page  33. 
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Soient  a;»  +  //*  -  R»  =  0,  (G) 

(X  -  ay  +  /y»  -  r"  =  i)  (C) 

les  équations  des  cercles  C  et  C. 

Désiii^nons  par    R  cos  ç,   R  sin  !f     les  coordonnées  d'un  point  commun  aux  deux  cercles  ;  en  écri- 
vant iiue  Cl'  point  est  sur  le  cercle   C,   ou  obtient 

R»  -  2aR  cos  <f  +  a''  -  r*  =  0.  (1) 

La  tauiïente  en  ce  point  au  cercle  C  a  pour  équation 

ic  cos  (p  +  y  sin  9  —  R  =  0,  (2) 

et  les  tangentes  au  cercle    C   aux  extrémités  du  diamètre  D  sont  représentées  par 

X  =  a+  tr,  (3) 

où  l'on  suppose  z  =  ±i. 

On  aura  le  premier  lieu  demandé  en  éliminant  9  et  a  entre  les  trois  équations  (1),  (2)  et  (3).  On 
aura  le  deuxiOme  eu  éliminant  <p  et  r  entre  ces  mêmes  équations. 
Occupons-nous  d'abord  du  premier  lieu;  de   (3),    on  tire 

a  =  X  —  tr-, 

/p» ^trx  ■+■  R'' 

en  remplaçant  dans  (1),  on  obtient       cos  9  =  — -=- ^ 

De  la  relation  ("2)  ou  déduit  sin  o   et  en  écrivant  que  la  somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus 
est  égale  à  l'unité,  il  vient 

{x*  -  ^trx  +  R')»       [2R'(a;  -  er)  -  x(x^  -  tzrx  +  R')]'  _ 
4R'(x  -  a-y  k^^ij\x  -  er-y  ~ 

Eu  donnant  à  £  les  valeurs  -+-1  et  —  1,  on  voit  immédiatement  qu'on  obtient  les  équations  de  deux 
courbes  symétriques  par  rapport  à  Oi/;  il  suffira  de  construire  l'une  d'elles;  nous  ferons  par  exemple 

t  =  i. 

L'équation  peut  alors  s'écrire 

2/»[4R»(a;  -  ry  -  {x^  -  2rx  +  R»)^]  =  [m\x  -  r)  -  x{x^  -  %'x  +  R*)]» 
ou  encore  2/^(x^  -  R^)[R*  -  (x  -  2;-}»]  =^  (as»  -  B}y{x  -  2/f . 

Supprimons  le  facteur    as*  —  R%     qui  correspond  au  cas  oli  les  deux  cercles  sont  tangents  ;  on 

obtient  en  définitive  pour  équation  du  lieu 

^  (.r*  -  R-)(^  -  ^ry  , 

^        R»  _  (X  -  ii-y  ^  ' 

Pour  obtenir  le  deuxième  lieu,  on  éliminera   r  et   9   entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  en  suivant 

absolument  la  môme  marche;  on  obtient 

(x^  -  R2)(.x  -  2a)» 

?y»  — . 

^  R'^  -  {x  -  2a)* 

C'est  la  même  équation  que  la  précédente  ou   r   est  changé  en  a. 

Tout  revient  donc  à  construire  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4).  Il  est  avantageux  de 

transporter  l'origine  au  point    x  —  2;',     y  —  0,     qui  est  un  point  double.  L'équation  devient 

\ix  -4-  2/-)*  -  R*lx-» 

^  R*  -  X' 

Elle  représente  une  quartique  circulaire  qui  a  un  point  double  à  l'origine. 

Pour  la  construire,  il  importe  de  ranger  par  ordre  de  grandeur  les  valeurs  remarquables  de   x, 

qui  sont  0,  ±  R   et    it  R  -  2/-. 

Différents  cas  sont  à  distinguer. 

R 
1.      U<r<-. 
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Gomme  y^  doit  être 

y 


positif,  X  ne  peut  varier  qu'entre  —  (R  +  2r)  et  —  R,   et  entre   R  —  2r  et  R. 

Le  point  double  A  est  isolé. 

TT  ^ 

Le  point  A  est  alors  un  point  de  rebroussement, 
l'équalion  de  la  courbe  s'écrit 

xHx  +  2R\ 
^  R»  -  .c« 

-  00  -  2R  -  R  0  +  K  -4-  X 

X  varie  entre  —  2R  et  —  R,  et  entre  0  et  H. 


lïl. 


!<'•<« 


L'ordre  do  t^randeur  est  alors 
-00      -  (R  H-  2r)     -  R     R  -  -2r    0     -+-  R      -f-  oo 
X  varie  entre  —  (R-h  2r)  et  — R  ot  entre  \K  —  ^r  et  -t-H. 


370 
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IV.  r  =  R. 

I.a  courbe  s'abaisse  au  troisième  degré 

-  00  -  3R 

X  varie  entre  —  3  R  ot  R. 

V.  r  >  R 

_  X  -  (R  -h  2;-)  R  -  2r 


x^{x  +  3R) 
R-  œ 
0 


-  R 


R 


0 


R 


4-  00. 


a;  varie  entre  —  (R  4-  2/-)  et  R  —  2r,  et  entre  —  R  et  +  R. 

Charles  Tuncm,  université  de  Ferrare  (Italie) 
Onl  résolu  la  mémo  question  :  MM.  E.-N,  Barisibn,  Bourrienne,  à  Houen;  F.  Faure;  Henri  Pei.ussieii,  à  Lyon  ;  L.  Perrée,  Condorcet. 

M.  L.  Boé,  à  Tarbes,  obtient  l'équation  du  lieu  par  des  considérations  géométriques  fort  simples, 
qui  permettent  d'expliquer  pourquoi  les  deux  lieux  sont  analogues. 

Soit  M  un  point  du  lieu;  les  deux  triangles  OAI  et 
MAB  sont  semblables  comme  ayant  leurs  côtés  perpendi- 
culaires; 

MB       01 

donc  ^77"  =   r-r» 

MA       OA 

Si  l'on  suppose  le  rayon  constant, 

y  ce  —  2r 

\/a;»  +  ?/*  -  R2  R 

Si  au  contraire  le  rayon  est  variable  et  OP  constant,  on 

remarque  que  OP  = ,  d'où  01  =  2a  —  x,  et  par 


suite  l'équation  devient 


y 


2a  —  ce 


y/ajî  +  ^2  _  R2  R 

De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  le  point  M  de  notre  figure  peut  être  obtenu  à  l'aide  d'un  cercle  de 
rayon  OP  ot  dont  le  centre  est  à  une  distance  du  point  0  égale  à  PB.  Menons  du  point  M  la  deuxième 
tangent*'  MA'  au  cercle  0;  puis  par  le  point  A'  menons  AT  perpendiculaire  à  A'B.  On  a  comme  plus 
haut,  en  considérant  les  triangles  OAT  et  MA'B, 

MB  _  or 

MA'  ~  OÂ?' 


En   comparant  avec   la   relation  précédente,  on  voit  que    01  —  01'.    Le  rayon  du  cercle  décrit 

— =  OP,  et  la  dislance  de  sou  centre  au  point  0  est  OB 


sur  BI'  comme  diamètre  est  donc 


diminué  du  rayon,  c'ost-à-dire  PB. 


151.    —   On    considère  les  conifjucs  C  suivant   lesquelles  un  plan   P  coupe  un  si) stèvie  de  surfaces 
homo  focal  es. 

Trouver  le  lieu  des  centres,  le  lieu  des  foyers,  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  G. 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE  371 


On  sait  qu'il  existe  une  surface  S  appartenant  à  un  système  de  quadriques  homofocales,  qui  est 
tangente  à  un  plan  donné  P*.  Désignons  par  0  le  point  de  contact  du  plan  P  avec  celte  quadrique 
particulière  et  soient  OA,  OB  les  deux  droites  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe  la  quadrique  S.  Nous 
prendrons  pour  axes  la  normale  OZ  au  plan  P  et  les  bissectrices  OX,  OY  de  l'angle  AOB. 

Soient  y  —  mx  —  0,       y  -f  mx  —  0 

les  équations  des  droites  OA,  OB.  On  trouve  aisément  l'équation  tangentielle  de  S  : 

f{u,  V,  w,  t)  =  A(w^  -  mH-")  +  2Cm^  +  tC'vl  -+■  tCivl  -+-  DP  :^  0. 

L'équation  générale  des  surfaces  homofocales  sera 

f{u,  V,  w,  t)  +  l{u^  +  v^  +  w^)  =  0. 

Cherchons  l'équation  générale  des  coniques  G.  Pour  cela,  rappelons  que  si  UiX  +  Vi^-hiViZ  — /,=  0 
est  l'équation  d'un  plan,  et  f{u,  v,  tv,  t)  ~0  l'équation  tangentielle  d'une  quadrique,  l'équation  de  la 
conique  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  cette  quadrique  est 

4/'(w,  V,  10,  t)f{u,  ,Vi,Wi,  ^i)  -  (w/";,  +  vf\  +  wf[,^  -h  tfi'X-  ^  0, 

comme  on  le  voit  immédiatement  en  transformant,  par  polaires  réciproques,  la  quadrique  directrice 
ayant  pour  équation  x^  +  y'^  +  z^  —  i  —  0. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  le  plan  P  a  pour  coordonnées  «i  =  0,  l'j  =  0,  t^  =  0;  donc 
l'équation  des  coniques  C  sera,  après  quelques  simplifications, 

(f{u,  V,  t)  =  l[k(y  -  m^v^)  +  2Gw<  4-  2C'i'f  +  D^«  +  l{u''  +  v"-)]  -  C"»r  =  0. 

1**  Lieu  des  centres  de  ces  coniques. 
L'équation  tangentielle  du  centre  est  <p^  =  0, 

c'est-à-dire  X(Cw  -h  G'u  +  D/)  -  C"H  =  0, 

Les  coordonnées  ponctuelles  du  centre  sont  donc 

XG  AG' 


y 


C'^î-XD  -^       G"»-XD' 

par  suite,  le  lieu  du  centre  est  la  droite  définie  par  l'équation 

Gt/  -  Q'x  =  0. 

Ce  résultat  peut  être  démontré  géométriquement;  en  effet,  le  centre  d'une  conique  G  est  sur  lo  dia- 
mètre qui  passe  par  le  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  la  surface  qui  correspond  à  la  conique  considérée; 
or  le  pôle  du  plan  P  décrit  la  normale  OZ  au  plan  P,  donc  le  ccnlre  est  sur  la  droite  commune  au 
plan   P  et  au  plan  délini  par  le  centre  des  surfaces  homofocales  données  et  la  droite   OZ. 

2°  Lieu  des  foyers. 

Soit  ux  +  vij  —  t  =  0  l'équation  tangentielle  d'un  fo^'er;  nous  aurons  les  coortlonnées  ponc- 
tuelles .r,  y  en  exprimant  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  ont  pour  coefficients  angulaires  let  — /. 

Eliminant  /  entre  l'équation  du  foyer  et  l'équation  de  la  conique  G,  nous  obtiendrons  l'équation 
aux  coetlicients  angulaires  des  tangentes  issues  du  point   (.r,  //)  : 

l[Mu^-vûv^)  +  2(Cw  +  Cv){ux  +  vy)  +  ï){ux  +  r//)«  -+-  X(u«  4-  r«)]  -  C"\ux  -h  vyV  =  0. 

(*)  1']q  olTct  la  condition  pour  que  le  plan  u.r  ■+-  vi/  -+-  «'3  +  1  :=;  0   soit  langent  ;\  la  surface  représcQtoe  par 

.r»  1/*  3« 

'  +  -:— ^  -  1     :  0 


a»  -f  X       b«  -H  X       c»  +-  X 
est  (a»  4-  X)m»  -f-  (6»  4-  X)u'  4-  (c»  4-  X)w*  —  1=0; 

cette  (Squation  est  du  premier  doi^rô  eu  X. 
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Eli  posant     n  —  i,  v  —  i,    nous  aurons 

X[A(1  -h  m*)  4-  2Ge  -  SG't/  -t-  D(aj»  -  if)]  -  C"'(.r*  -  y»)  =  0, 

X[G'.'r  +  Cl/  +  Bx;/]  -  0"*xi/  =  0. 
L'équation  du  lieu  dos  foyers  s'obtient  en  éliminant  X   entre  ces  deux  équations  ; 

A(l  4-  ni')x;/  -4-  (Gv  -  C'x){x*  +  if)  =0; 

ce  lieu  est  donc  une  cubique  circulaire  admettant  le  point  0  pour  point  double;  les  tangentes  au  point 
double  étont  rectangulairos,  c'est  une  strophoïdc. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  0  est  un  ombilic  de  la  surface  S,  les  droites  OA,  OB  sont 
isotropes,  »/»-+- 1  =:  0;  le  lieu  se  décompose  en  deux  parties  :  la  droite  Cij  —  Q'x-^0  et  les  droites 
isotropes  passant  par  ce  point  0.  Dans  ce  cas  les  coniques  G  ont  leur  foyer  au  point  0;  on  a  ainsi 
ce  théorème  ;  Le  plan  taïu/c/ii  en  un  omhi/ic  d'une  quadrique  coupe  les  quadriques  komofocales  de  la  proposée 
suivant  des  coniques  qui  ont  cet  omlnlic  pour  foijer. 

3"  Enveloppe  des  axes  des  coniques   G. 

Les  coordonnées  w,  r,  t   des  axes  vérifient  les  équations  w-p^  —  t'ip„  =  0,   cp^  =  0,   ce  qui  donne 

X[A(1  -+-  m'^juv  +  (G  -  C'u)t]  =  0,  l[Gu  +  C'v  +  D^]  -  C"H  =  0. 

La  première  de  ces  équations  montre  que  les  axes  des  coniques    G    sont  tangents  à  la  parabole 

définie  par  l'équation 

A(l  +  ?»')Mi'  +  Cvt  -  C'ut  ^  0. 

Les  axes  coordonnés  sont  tangents  à  cette  parabole,  par  suite  l'origine  est  un  point  de  la  directrice  ; 

ou  en  déduit  le  foyer  en  abaissant  une  perpendiculaire  de  l'origine  sur  la  corde  des  contacts  avec  le 

système  des  axes  coordonnés. 

P.  PuiQ,  professeur  au  lycée  de  Belfort. 


165.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  points  d'intersection  d'une  droite  avec  une  lemniscate 
de  Bernoulli  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  lemniscate  sur  la  droite. 

Si  l'on  désigne  par  o{x,  y)  et  ^(x,  y)  l'ensemble  des  termes  de  degré  n  ei  n  —  {  du  premier  membre 
de  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n,  l'équation  du  diamètre  de  Newton  conjugué  d'une  direction 
qui  a  pour  paramètres  directeurs  a  et  j3  est 

x'ii  {^,  f^)  +  i/'^l  (*.  P)  +  'K^»  P)  =  ^• 

Appliquons  à  la  lemniscate  qui  a  pour  équation 

(x'  +  ?/»)»  -  a\x^  -  y^)  =  0. 
On  a  «p(a?,7/)  ^  (a;«  -+-  y»)»  ,    ^(x,y)  =  0; 

l'équation  du  diamètre  devient  ax  +  ^y  —  0; 

c'est  l'équation  do  la  droite  menée  par  le  centre  et  perpendiculaire  à  la  direction  (a,  p). 

Botrinii-.NM; ,  à  Rouen  ;  A.  Dlii.vmkalx  (lycée  d'Amiens)  et  Enrique  Valdès,  à  Paris. 

Oïl  peut  se  proposer  de  chercher  les  courbes  algébriques  qui  jouissent  de  cette  propriété.  On  doit 
avoir  pour  toutes  valeurs  de  a  et  de  p  4^"»P)  ^0, 
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il  ne  doit  donc  pas  y  avoir  de  termes  de  degré  ?i  —  1,  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  n  doit  satis- 
faire à  l'équation 

9x{x,y)  _  (?'y(x,y)  _  w?  (x.y) 
X  y  x^  -h  y'' 

On  en  tire  -^  = • 

9        x^  -h  y^ 

Intégrons,  x  étant  la  variable  et  en  considérant  y  comme  constant,  on  obtient 

Les  constantes  introduites  dans  l'intégration  doivent  être  des  fonctions  arbitraires  de  y. 

n 

On  en  déduit  tp  z=  (a;^  +  y^p  f{y). 

On  obtiendrait  par  un  procédé  semblable,  en  considérant  la  relation 

W^     ny 
ç       x^+y^^ 

n 

f{y)  et  g{x)  ne  peuvent  donc  être  que  des  constantes,  et  comme  cp  est  une  fonction  entière,  n  doit  être 
pair  et  9  se  réduit  à  une  puissance  de  x^  +  y"^. 


168.  —  On  donne  le  foyer  ou  le  sommet  d'une  parabole  passant  par  un  point  fixe,  ou  tangente  à  une 
droite  fixe.  Trouver  dans  ehacun  de  ces  cas  le  lieu  du  sommet  ou  du  foyer. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

1"  On  donne  le  foyer  F  et  un  point  fixe  P. 

Je  prends  le  point  F  pour  origine,  FP  pour  axe  des  x,  et  pour  axe  dos  y  une  droite  perpen- 
diculaire. Désignons  par  p  et  w  les  coordonnées  polaires  du  sommet;  l'équation  de  la  paral)ûle  est 

x^  +  y"^  =  (x  CCS  (0  4-  7/  sin  0)  —  2p)'.  (1) 

En  écrivant  qu'elle  passe  par  le  point  P,  d'abscisse  a,  on  obtient  l'équation  du  lieu  du  sommet  : 

a*     :  (rt  cos  0)  —  2p)'^ 

ou  P  —  ^  (^°^  <^  "   V- 

En  prenant  successivement  les  deux  signes,  on  a  deux  équations  dont  Tune  se  déduit  de  l'autre 
en  chaugeant  p  en  —  p  et  co  en  7t  4-  w;  ces  deux  équations  représentent  ilonc  la  même  courbe.  C'est 
une  cardioïde  qui  a  le  point  F  pour  point  de  rebrousscment  et  le  point  P  pour  sommet. 

2°  On  donne  le  foyer  F  et  une  tangente  fixe  A. 

F  étant  toujours  l'origine  dos  axes  rectangulaires,  prenons  pour  axe  dos  x  une  porpeniiiculaire  à  A. 

La  parabole  est  représentée  par  l'équation  (I),  p  et  w  désignant  toujours  les  coonlonuêos  polaires 
du  sommet.  Nous  aurons  l'équation  du  lieu  du  sommet  en  écrivant  que  la  parabole  est  tingente  ;\  la 
droite  A,  qui  a  pour  équation     x  —  d  ~  0.     Pour  cela,  nous  faisons  x  =  <l  ilans  ré(juation  (1)  et  nous 
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écrivons  que  l'équatioii  oblcnue  en  //  a  doux  racines  égales.  On  obtient  sans  peine 

Ç,  =z  (l  COS  (.), 

équation  qui  représente  le  cercle  décrit  sur  FA  comme  diamètre,  A  étant  la  projection  de  F  sur  A. 
3*^  On  donne  le  sommet  S  et  un  point  /Lve  P. 

Nous  prenons  le  point  S  pour  origine  de  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un,  Ox,  passe  par  le  point  P 
Soient  ç  et  m  les  coordonnées  polaires  ilu  foyer  F.  L'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe 

et  à  sa  tangente  au  sommet  est 

!/'■'  -  4cx'  =  0  ; 

or,  les  formules  de  transformation  de  coordonnées  donnent 

x  —  X  cos  0)  +  y  sin  co, 

y'  ~  —  X  sin  co  +  y  cos  co; 

l'équation  de  la  parabole  devient  alors 

(x  sin  co  —  1/  cos  oiY  —  4p(x  cos  co  +  y  sin  o)  =  0.  (2) 

En  écrivant  qu'elle  passe  par  le  point  P,  nous  aurons  le  lieu.  On  obtient 

a  sin'*  co 

P     —     ~A ' 

4  cos  co 

équation  d'une  cissoïde  ayant  l'origine  pour  point  de  rebroussement,  pour  axe  Ox,  et  pour  asymptote 

la  droite  oui  a  pour  équation    x  =  -  ' 

4°  On  donne  le  sommet  S  et  une  tangente  fixe  A. 

J'écris  que  la  parabole  (:2)  est  tangente  à  la  droite    x  —  d,     c'est-à-dire  que  l'équation 

{d  sin  (0  —  y  cos  co)*  —  4p(rf  cos  to  +  ?/  sin  03)  =  0 

a  une  racine  double  en  y.  On  obtient 

p*  sin*  co  +  dp  cos  co  =  0 

ou,  en  coordonnées  rectilignes, 

yi  -\-  dx  —  0, 

qui  est  l'équation  d'une  parabole. 

AuDiBERT,  à  Marseille. 
Autre  solution  :  MM.  L.  Acgb  (Toulouse);  H.  Cheronnet;  E.  Marey-Monge  (Louis-le-Grand). 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

1"  La  directrice  de  la  parabole  est  tangente  au  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PF  ;  par  suite  le 
pied  H  de  la  directrice  décrit  la  podaire  de  ce  cercle  parrapport  au  point  F,  c'est-à-dire  une  cardioïde; 
alors  le  point  S,  milieu  de  FH,  décrit  une  cardioïde  bomothétique  qui  a  pour  sommet  le  point  P. 

2°  Projetons  le  point  F  en  A  sur  A.  La  tangente  au  sommet  passe  par  le  point  A;  le  sommet  est 
donc  sur  le  cercle  de  diamètre  FA. 

3°  Par  le  milieu  I  de  SP  menons  une  perpendiculaire  à  SPqui  rencontre 
l'axe  d'une  parabole  au  point  A,  et  projetons  le  point  I  en  H  sur  cet  axe. 
On  sait  que  AH  est  égal  au  paramètre.  Si  l'on  prend  SH'  --  AH,  le  point  H' 
décrit  une  cissoïde,  puisque  le  point  H  décrit  le  cercle  de  diamètre  SI,  et 
_    le  foyer  milieu  de  SH'  décrit  une  cissoïde  bomothétique. 
b  F  H       H      A  4"  Menons  par  S  la  tangente  au  sommet  SH  d'une  parabole  quelconque; 

le  foyer  est  à  l'intersection  de  l'axe  et  do  la  perpendiculaire  à  A  menée  par  le  point  H. 
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Od  a  SI^  -^  IF  X  m, 

/    le  lieu  du  point  F   est  donc  une  parabole  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et 


H 


K 


pour  paramètre 


SK 
4 


A.  AuDOuiN,  lycée  de  Bordeaux. 


Ont  résolu  la  même  question  :  MM,  E.  N.  Barisif.n;  Bolrriesne,  à  Rouen;  Fjvcillox,  collège  Chapta 
Henri  Loiseau,  lycée  de  Clermont;  Auzeram,  (lycée  Louis-ie-Grandi. 


170.  —  Lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle.  ^^^ 

Prenons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  son  équation  tangentielle  est  alors 

R2(^2  4-  V"")  -  1^2  =  0. 

Soit  maintenant  av?'  +  Sôuy  +  cy^  +  Muw  +  °Lemo  +  fw"^  =  0  (^) 

l'équation   d'une  conique   inscrite  dans  le  quadrilatère  donné;    l'équation  générale  des  coniques 

inscrites  sera 

au"^  +  2èMU  +  cy2  +  Muw  +  Seuw  +  fw"^  -t-  X[R*(m''  +  v'^)  —  w'^\  =  0. 

Les  foyers  de  cette  conique  seront  à  l'intersection  des  deux  hyperboles 

(/•  -  À)(a;^  -  If)  -  '2dx  +  '2ey  -h  a  -  c  =  0, 

if  —  l)xy  —  ex  —  dy  -h  b  =  0. 

En  éliminant  /"  —  X   entre  ces  deux  équations,  on  obtient  l'équation  du  lieu,  qui  peut  s'écrire 

{ex  —  dy){x'^  +  y*)  +  b^y"-  —  x^)  +  (a  —  c)xy  —  0. 

Le  lieu  est  une  strophoïde  qui  a  son  point  double  à  l'origine.  L'asymptote  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  le  point  0  au  centre  de  la  conique  (1),  c'est-à-dire  à  la  droite  joignant  les  milieux  des  dia- 
gonales du  quadrilatère.  Les  tangentes  à  l'origine  sont,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  les  bissectrices 
des  tangentes  issues  du  point  0  à  la  conique  (1).  Ces  droites  sont  les  mômes  pour  toutes  les  coniques 
du  faisceau,  car  les  tangentes  issues  da  point  0  à  toutes  ces  coniques  forment  deux  faisceaux  en 
involution,  et  parmi  les  couples  de  rayons  homologues  sont  les  droites  isotropes  ;  par  conséquent  les 
rayons  doubles  sont  perpendiculaires,  ce  sont  donc  les  bisseclriccs  des  couples  de  tangentes. 

Remarquons  eu  terminant  que  la  strophoïde  passe  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet 
qui  sont  les  foyers  des  coniques  infiniment  aplaties  du  faisceau. 

E.  BoiHUiKNNK,  à  Rouen. 


Nos  jeunes  lecteurs  n'étant  pas  tous  très  familiarisés  avec  la  théorie  des  coordonnées  taagentielles . 
nous  ajouterons  quelques  mots  à  la  solution  précédente. 

Soit  Au>  +  A'r»  h-  M'w^  +  2Bm<»  +  ^IWwu  +  tB'uv  ^0  (l) 

l'équation  tangentielle  d'une  conique  G.  Cette  équation  exprime  que  la  droite  qui  a  pour  équation 

ux  -\-vy  +  ws  =  0 

est  tangente  à  la  conique  C;  pour  que  cette  tangente  soit  isotrope,  il  faut  et  il  suilit  (ju'oUo  passe  par 

l'un  des  points  cycliques  dont  les  coordonnées  homogènes  (axes  rectangulaires)  sont  par  exemple 

X  =  i,  y    - 1,  z  =  0   do  sorte  ([uo  les  paramètres,  c'est-à-dire  les  coordonnées  (l'une  taiigonto  isotrope, 

vérifient  l'équation 

ui  4-  i'  ■-  0.  (-' 
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En  remplaçant  v  par  —  vi,  dans  l'équation  (1)  nous  obtiendrons  l'équation 

(A  -  A'  -  ^2B"/)u»  +  2{B'  -  Bi)uw  -+-  k"w^  =  0.  (3) 

Mais  si  .t  ot  y  sont  les  coordonnées  d'un  foyer  situé  sur  la  tangente  isotrope  considérée  : 

u{x  —  iy)  -hw  =  0.  Ct) 

En  éliminant  u  et  w  cnire  les  deux  équations  précédentes,  on  a  l'équation 

A  _  A'  _  2\V'i  -  1[]V  -  Bi){x  -  iy)  -h  k"{x  -  ij/Y  =  0.  (S) 

D'ailleurs  le  foyer  considéré  est  sur  une  seconde  tangente  isotrope,  de  sorte  que  ses  coordonnées 
vérifient  l'équation  obtenue  eu  cbangeant  i  en  —  /  dans  l'équation  (.^),  ce  qui  donne 

A  -  A'  +  2B"/  -  2(B'  -+-  Bi){x  -+-  iy)  +  A'(.c  +  iyY  =  0.  (G) 

Il  eu  résulte  que  x  ci  y  vérifient  les  deux  équations 

A''(a;»  -  y»)  -  2(B'a;  _  By)  -4-  A  -  A'  =  0, 

k'xy  -  {Bx  -+-  B'y)  +  B"  =  0. 


TANGENTE  A  LA  LIGNE  D'OMBRE  PROPRE 
d'un  solide  de  révolution 


1. —  On  détermine  autant  de  points  que  l'on  veut  de  cette  ligne  d'ombre  propre  en  cherchant 
ceux  qui  sont  situés  sur  un  parallèle  donné  et  faisant  ensuite  varier  le  plan  de  ce  parallèle.  Je  me 
propose  de  donner  une  construction  très  simple  de  la  tangente  à  la  courbe  en  un  de  ces  points,  en 
supposant  connu  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  méridienne  au  point  situé  sur  le  môme  parallèle. 

2.  —  Soit  en  général 

r{x,y,z)  =  0  (1) 

l'équation  d'une  surface  quelconque,  S  un  point  lumineux  de  coordonnées  a,  p,  y.  Un  point  de  la  ligne 
d'ombre  propre  de  la  surface  éclairée  par  ce  point  est  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface 
et  passant  par  ce  point  S.  Donc  il  vérifie  l'équation 

(.X  -.)'!  +  (y-  p,  ^  +  (.^  _  ,)  ^  .=  0.  (2) 

('X  à  y  t'z 

L'ensemble  des  équations  (1)  et  (2)  représente  la  ligne  d'ombre  propre. 

Pour  en  avoir  la  tangente  en  un  pointa;,  y,  z  il  suffit  de  difTérentier  (i)  et  (2)  et  d'y  remplacer 
(ix,  dy,  (h,  respectivement  par  X  —  x,  Y  —  y,  Z  —  z;  X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes  de  la 
tangente  cherchée. 
L'équation  (1)  donne 

(X-x)  ^  4-  (Y  -  y)  '1  -H  (Z  -  .)  '-f_  =  0.  (3) 

ox  i'  y  ''  -j 
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L'équation  (2)  donne,  si  l'on  tient  compte  de  (3), 
(X-a:)j(a.-a)^+(y-P) 


dxdy 


+  {' 


Y) 


+  (Y  -  y)  [{x  -  a; 
+  {Z  —  z)  \{x—  a) 


dxdz 


àx  dz        ^^       ^^  àydz        ^  ^'  àz' 


-  0. 


(4) 


L'ensemble  des  équations  (3)  et  (4)  représente  la  tangente  demandée. 

3.  —  Appliquons  ces  formules  générales  au  cas  d'une  surface  de  révolution.  En  prenant  pour  axe 
des  z  l'axe  de  révolution,  on  peut  mettre  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 


en  supposant  que  f{x)  —  z 


f{  v/œ*  +  y')-z  =  0, 
0  est  l'équation  de  la  ligne  méridienne  située  dans  le  plan  des   zx. 


Pour  abréger  nous  poserons  u  —  \/x^ 
L'équation  (4)  se  réduit  à 


r 


{X-  x)\{x-  a) 


àx^        ^-^        ^'  dxày  )        ^  ^^  P  ^  àxdy         "^  ày^  ) 

qui  est  l'équation  de  lu  projection  de  la  tangente  sur  un  plan  xoy  perpendiculaire  à  l'axe.  Comme  on 
sait  que  la  tangente  cherchée  est  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  x,  y,  z,  comme  il 
suffit  pour  notre  objet  de  savoir  construire  cette  projection,  et  comme  on  en  connaît  déjà  un  point,  qui 
est  la  projection  du  point  considéré  dé  la  ligne  d'ombre,  il  suifit  de  savoir  en  construire  un  autre  point. 
L'équation  (4  bis)  se  simplifie  : 


on  a 


^v 


r 


dx^       u""'    ^  '      w"'  ^  ' 
dxdy       u^'    ^   '       u''      " 

(4  bis)  devient  donc 

uf"{u)  Î(X  -  x)[{x  -  a)x«  +  (y-  ^)xy]  +  (Y  -  y)[{x  -cc)xy-i-(y-  py] j   |  ^  ^^ 

+/'(«)  i(X  -  x)[x  -  a)//»  -{y-  ^)xy]  4-  (Y  -  y)[{  -{x-  z)xy  +  x\y  -  p)]  j    j 

ou  uf"{u)  (x»  +  //*  -  ax-  -  py)\Xx  +  Yy  -  u'\  -+-  f"{u){px  -  0Ly)\\y  -  Yx\  =  0.  (o) 

Xx  -\-  Yy  =  0  est  la  perpendiculaire  01  menée  par  le  centre  0  de  la  projection  du  parallèle 
au  rayon  0///  passant  par  la  projection  du  point  tl'onibre  cousidérô;  cherchons 
sou  intersection  /  avec  la  projection  iiit  de  la  tangente  cherchée.  Do  (.'))  ou 
lire  pour  l'abscisse   x'   de  ce  point   / 

(r,x  -  ai/)/'\u) 

4.  —  Considérons  maintenant  une  autre  surface  de  révolution  de  même  axe 
et  engendrée  par  une  ligne  méridienne  tangente  ;\  celle  de  la  surface  donnée, 
au  point  situé  sur  le  parallèle  considéré.  Le  point   m   appartiendra  aussi  à  la 
ligne  d'ombre  propre  do  cette  nouvelle  surface  éclairée  par  le  mémo  point    S; 
mais  la  projection  do  la  tangente  à  cotte  ligue  d'ombre  sera  généralement  ditTérente  do    mt.    soit    mt'. 
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Désignons  par    9(u)  —  5  —  0    l'équation  de  cotte  surface  auxiliaire;  ou  aura   maintenant  pour 

1  abscisse   x     de  /  x   —  — r-; — ; > 

(^x  -  ay)9  (u) 

M,  X,  y,  a,  [3,  Y  sont  les  mômes  et  on  a  aussi    /"'(w)  —  ?'(")    parce  que  les  méridiennes  se  touchent  ; 

x'       f"{u) 


donc 


ou 


x"       9"(u) 

or     f"{u) 


or     t"(w) 

Soient  p   et   R  les  rayons  de  courbure  des  deux  méridiennes  considérées  ;  on  a 

l  _  -+-  ?'(u)  . 

ÔT  R 

Donc  =  =  ±  —  • 

or  P 

Le  signe  +  convenant  au  cas  où  les  rayons  de  courbure  doivent  être  portés  dans  le  môme  sens, 
le  signe  —  au  cas  contraire.  On  peut  prendre  pour  surface  auxiliaire  la  sphère  engendrée  par  la 
circonférence  ayant  pour  rayon  R,  la  portion  do  normale  à  la  ligue  méridienne,  comprise  entre  le  pied 
et  l'axe  de  révolution;  on  sait  construire  la  ligne  d'ombre  pour  celte  sphère;  c'est  un  cercle  de  la 
sphère,  donc  on  connaît  ml\  par  suite  Or  ;  pour  avoir  O^  et  par  suite  mt,  on  voit  qu'il  suffit  de  connaître 
p  en  grandeur  et  en  sens. 

C'est  ce  que  l'on  sait  pour  le  tore  et  plus  généralement  pour  la  surface  de  révolution  dont  la  ligne 
méridienne  est  une  conique. 

5.  —  Observons  que  la  construction  est  indépendante  de  a,  p,  y»  c'est-à-dire  de  la  position  du  point 
lumineux;  ou  peut  le  supposer  à  l'infini  dans  une  direction  quelconque.  Enfin,  observons  que,  réci- 
proquement, si  l'on  connaît  par  un  moyen  quelconque  la  tangente  mt ,  on  peut  en  déduire  le  rayon  de 

courbure  z  en  grandeur  et  en  direction. 

E.  Jablonski,  professeur  au  lycée  Charlemagne. 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
Mathématiques  spéciales. 

188.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  E,  de  centre  0,  et  un  cône  du  second  ordre  Q,  de  sommet  S,  on 
considère  un  trièdre  Oa.'iY,  dont  les  arêtes  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde,  et  on 
prend  le  point  d'intersection  de  chaque  arête  de  ce  trièdre  avec  le  plan  diamétral  qui  lui  est  conjugué  dans  le 
cùne  O.  On  obtient  ainsi  trois  points  A,  B,  G  qui  déterminent  un  plan  P. 

1"^  Démontrer  que  le  plan  P  passe  par  un  point  fixe  F,  quand  le  trièdre  Oa/3Y  varie. 

■iP  Les  points  S  et  F  déterminent  une  droite  D;  trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point 
donné  <»,  lorsfjue  le  cône  Q  se  déplace  en  restant  égal  et  parallèle  à  un  cône  fixe. 

3'^  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  l'enveloppe  G  des  droites  qui  sont  situées  dans  un  plan  donné  H. 

4"  Trouver  le  lieu  des  foyers  dos  courbes  G,  lorsque  le  plan  II  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  droite 


donnée. 
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ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE 

Géométrie  analytique. 
189.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy. 

On  prend  sur  Ox  un  point  A,  sur  Oij  un  point  B,  de  telle  sorte  que  OA  =  OB. 
On  considère  toutes  les  coniques  tangentes  en  A  à  Ox  et  en  B  à  Oy. 
On  demande  : 

1°  L'équation  générale  de  ces  coniques; 
2"  Le  lieu  de  leurs  sommets; 

3°  Le  lieu  de  leurs  foyers.  (Ce  dernier  lieu  devra  être  déterminé  par  la  géométrie  et  par  le  calcul.) 

(t"  août  de  8  h.  à  midi. 
Calcul  tri gonomét tique. 

Calculer  les  côtés,  les  angles  et  la  surface  du  parallélogramme  dont  on  donne 

^  AB  =::  306'>'78o3,  ÂBÏT^  38«  12'  47"  S4,  OB  =  ITo-^SOe, 

O  étant  le  point  de  rencontre  des  diagonales. 

(1"  août,  de  3  h.  à  i  h.) 
Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  A  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  avec  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  une 
^  génératrice  du  cylindre  passant  par  le  sommet  du  cône  et  l'axe  du  cylinlre  étant  situé 

au-dessous  do  ce  sommet.  —  Développer  les  deux  surfaces  jusqu'à  la  courbe  d'intersection. 

On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  l'iatersection  et  la  tangente  au  même 
point  dans  le  développement. 

(3  août,  de  8  h.  à  midi.) 
Physique  et  Chimie. 

I.  —  190.  On  donne  un  cylindre  vertical,  à  section  circulaire,  qui  renferme 
un  piston  et  peut  être  mis  en  communication  par  le  bas  avec  l'air  libre,  par  le 
haut  avec  une  machine  pneumatique  ou  avec  l'air  libre. 

Le  piston  étant  au  bas  de  sa  course  et  les  communications  étant  établies  par 
le  bas  avec  l'air  extérieur,  par  le  haut  avec  la  machine  pneumatique,  on  demande 
de  déterminer  : 

1°  Le  temps  nécessaire  pour  arriver  à  mettre  le  piston  en  équilibre; 
2*^  La  pression  correspondante  au-dessus  du  piston  ; 
3"  La  vitesse  et  la  durée  de  l'ascension. 
On  négligera  la  variation  de  la  pression  atmosphérique  sur  la  hauteur  du  tube  et  on  considérera  le 
frottement  du  piston  sur  les  parois  du  cylindre  comme  exprimé  par  un  certain  nombre  de  kilogrammes  dont 
on  tiendra  compte  dans  le  poids  du  piston. 

Applicalion  :   D,  diamètre  du  cylindre 1™,60 

L,  longueur  du  cylindre 600™ 

P,  pression  atmosphérique.    .   .* lOOOO''»  par  mètre  carré. 

"CJ,  poids  du  piston 10000"^? 

/',  frottement  du  piston 500'^» 

V,  volume  des  deux  cylindres  de  la  machine  pneumatique.  .   .  SO""" 

N,  nombre  de  tours  de  la  machine  par  minute 24 

II.  —  191.  On  prend  un  tube  do  verre  bien  cylindrique  de  1'"  de  lon^',  dont  la  section  intérieure  est  de 
i'''i  et  dont  la  section  extérieur  est  de  2*'i,  en  sorte  que  la  section  du  verre  soit  de  l""'!. 

Le  tube  étant  supposé  fermé  à  une  de  ses  extrémités  par  un  fond  plat,  sans  épaisseur  et  sans  poids,  ou 
remplit  ce  tube  de  mercure,  on  le  renverse  dans  une  cuve  profonde,  ou  y  introduit  10  ''  d'air  à  la  pression  et 
à  la  température  ambiantes  et  on  l'abandonne  à  lui-mêmo  dans  une  position  verticale. 
On  demande  : 

1"  Quel  sera  le  volume  de  l'air  intérieur; 

2"  (juclle  sera  la  diirércucc  de  niveau  du  mercure  dans  l'intérieur  du  tube  et  à  l'extérieur. 
On  prendra  pour  densité  du  mercure  VAX),  pour  densité  du  verre  2,iO  et  pour  pression  extérieure  O^'llU. 
III.  —  Combien  faut-il  prendre  de  chlorate  de  potasse  pour  préparer  un  mètre  cube  d'oxygène  sec  à  la 
température  de  iri"  et  à  la  pression  de  7-20'"""  de  mercure  V 

K  :^  3!»,  Cl  =  33.5,  O        It;. 

('«(loil/,  des  h.  «,id  U  h.  t/t.) 
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*192.  —  On  inscrit  un  rectuuglo  dans  uu  demi-cercle  et  l'on  construit  sur  le  côlé  parallèle  au 
diamètre  uu  triangle  rec(anj;le  et  isocèle.  Etudier  la  variation  du  pentagone  obtenu. 

(E.  Dessenon.) 

193.  —  l'Kant  donné  uu  liniaron  de  Pascal  et  un  cercle   F    ayant  pour  centre  le  point  double  0 

du  liniavon,   une  tangente  quelconque  au  cercle    F    coupe  le  limaçon  eu  quatre  points    A,  B,  C,  D. 

Démontrer  la  relation 

OA  +  OB  +  OC  +  OD  =  coûst. 

OA.OB.OC.OD  =^  const. 

(E.  N.  Bakisien.) 

194.  —  Ou  considère  une  cissoïde  de  Dioclès  et  une  strophoïdc  droite  ayant  même  cercle  direc- 
teur et  même  point  double  0.  Une  sécante  coupe  la  cissoïde  aux  points    A,  B,  C    et  la  strophoïde  aux 

points   A'  B'  C  .    Démontrer  la  relation 

OA.OB.OC        1 


OA'.OB'.OC       2 

(E.  N.  Bakisien.) 

195.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  qu'en  menant  des  tangentes  à  une  cardioïde  donnée,  la 
somme  des  rayons  vecteurs  joignant  le  point  de  rebroussement  aux  points  de  contact  des  tangentes 
soit  constante;  2°  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  des  mêmes  rayons  vecteurs  soit  constant. 

(E.  N.  Barisien.) 

196.  — Trouver  le  lieu  des  points  tels  qu'en  menant  des  normales  à  une  cardioïde,  la  somme  des 
inverses  des  rayons  vecteurs  joignant  le  point  de  rebroussement  aux  pieds  des  normales  soit  constante. 

(E.  N.  Barisien.) 

197.  —  Trouver  renvelojjpe  d'une  droite  telle  que  ses  points  de  rencontre  avec  une  cissoïde 
donnée  et  avec  l'axe  de  symétrie  de  cetle  courbe  forment  une  division  harmonique. 

(E.  N.  Barisien.) 

198.  —  Trouver  renvclo])pe  de  la  droite  telle  que  ses  points  de  rencontre  avec  un  folium  de 
Descaries  et  avec  l'une  des  tangentes  au  point  double  forment  une  division  harmonique. 

(E.  N.  Barisie.n.) 


Le  liédacleur-Géranl  :     II.  VUIBERT. 
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